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PREFACE 


T a quelques mois, a une question sur 
xavaux scientifiques, j’eus I’imprudence 
pondre que je terminals un livre sur le 
rd ; mon interlocuteur me demanda 
:6t, non sans quelque ironie, ce que je 
i de neuf sur ce « magnifique sujet ». 
ne fallut assurer que je ne ferais con- 
; aucune recette pour gagner a la rou- 
aucun talisman propre a ecarter les 
ds funestes ou a attirer sur nous et nos 
les les hasards favorables ; mais, avec 
nystere, le livre avait perdu tout son 
ige et la question attendue ; Mais que 
rme-t-il done alors ? fut posee avec une 
erence courtoise qui n’exigeait aucune 
Lse. 

5 lecteurs habituels de cette Collection 
pas commis la meme meprise et ne 
bent pas ici une sauvegarde centre les 
ds de la vie. Ils pourront y trouver 
idant, a cote de la speculation pure, 
emarques plus concretes et meme des 
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regies d’action pratique, pourvu qu’ils veuil- 
lent bien, pour les formuler, s’aider de leur 
reflexion personnelle. 

La science du hasard, en effet, ne saurait, 
plus que tout autre science, pretendre a regir 
nos actes ; elle peut seulenaent, comme c’esr 
le role de la science, faciliter la reflexion qui 
precede I’action chez tous les etres raison- 
nables. Dans les questions compliquees, le 
bon sens a besoin d’etre guide par les resul- 
tats du calcul ; les formules ne creent pas 
I’esprit de finesse, mais en facilitent I’usage. 

J’ai tiche de supprimer toutes les formu- 
les superflues; celles qui subsistent contri- 
bueront, je I’espere, a preciser les idees des 
lecteurs qui ne sont pas entierement brouilles 
avec I’algebre ; elles peuvent etre sans incon- 
venient omises par ceux qui sont habitues 
a croire les algebristes sur parole. 


Mon but principal a ete de mettre en 
evidence le rdle du hasard dans les branches 
diverses de la connaissance scientifique ; ce 
role a beaucoup grandi depuis un demi-siecle ; 
le moment est venu de nous demander si 
nous n’avons pas assiste, presque sans nous 
en apercevoir, a une veritable revolution 
scientifique. 
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PREFACE 


La science a ete dominee pendant deux 
siecles par la loi celebre de Newton, qui 
a etabli le regne de la mecanique ration- 
nelle. C’est en prenant cette loi comme base 
ou comme modHe que les Lagrange, les 
Laplace, les Coulomb, les Gauss, les Fresnel, 
les Ampere, les Cauchy ont etendu le champ 
des explications mecaniques ; mais, malgre 
tout leur genie et tous leurs efforts, le but 
supreme, I’explication mecanique del’univers, 
s’esttoujours derobe, jusqu’au jour ou la decou- 
verte et I’etude de la radioactivite ont mon- 
tre que les explications mecaniques sont 
parfois certainement insuffisantes et doivent 
alors ceder le pas aux explications statisti- 
ques. 

Expliquer statistiquement un phenomene, 
c’est arriver a le regarder comme la-resul- 
tante d’un tres grand nombre de phenome- 
nes inconnus regis par les lois du hasard. Si 
Ton arrivait a « expliquer » ainsi la loi de 
I’attraction universelle, on diminuerait le 
caractere mysterieux de cette loi, si belle par 
sa simplicite mais si absurde, il faut bien 
le dire, dans son enonce classique d’apres 
lequel I’attraction setransmet instantanement, 
sans intermediaire, aux plus grandes distan- 
ces. Ce probleme est peut-dtre un des plus 
importants de la science actuelle. 

» ni « 
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Lorsqiie les applications aux sciences 
exactes auront perfectionne la theorie des 
probabilites, I’introduction des lois du hasard 
dans les sciences biologiques, sociologiques, 
psychologiques, etc., sera rendue a la fois 
plus aisee et plus feconde. 

Par ces transformations de la science, la 
notion meme de verite scientifique se trouve 
modifiee. A I’affirmation dogmatique d’une 
loi CO name celle de Newton est substitute la 
constatation de Timpossibilite pratique d’un 
hasard miraculeux. J’ai essaye, par I’exem- 
ple des singes pillant un depbt de machines 
a ecrire et reconstituant la Bibliotheque 
nationale en dactylographiant au petit bon- 
heur, de I'endre aussi concrete que possible 
cette notion du hasard miraculeux et cepen- 
dant logiquement realisable. 

Je crois que ce mythe des singes dactylo- 
graphes n’est pas sans avoir une reelle portee 
philosophique ; mais des developpements 
etendus sur ce point auraient deborde le 
cadre de ce livre ; je me suis borne a quel- 
ques indications dont je prie qu’on excuse 
rinsuffisante brievete. 


Paris, f^vrier 1914. 
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CHAPITRE PREMIER 


LE HASARD ET LES LOIS NATURELLES 


1-3. La necessite des lois naturelles. — 4, 5. Le phenomene fortait 
et la notion de probabilite. — 6. Critique de la definition de Is 
probabilite. — 7. Probabilite objective et probabilite subjective 
— 8. Le but de la theorie des probabilites. 


I. — Une etude historique complete de la 
notion de loi naturelle se confondrait avec rhis- 
toire de la raison humaine. La periode la plus 
recente de cette histoire, celle de la genese des 
sciences, est relativement bien connue, aumoins 
dans ses grandes lignes ; nul n’ignore comment 
les speculations abstraites des geometres grecs 
ont ete la source vive d’oii sont sorties successi- 
vement la geometric, Talgebre, la mecanique, 
I’astronomie \ la physique, et ont finalement 
rendu possible le developpement industriel du 
XIX® siecle et Tasservissement chaque jour plus 
complet des forces naturelles au genie des heri- 
tiers de la pensee grecque, Le veritable ressort 
de cette splendide epopee, la conquete du globe 
par Thomme, c’est la foi en la raison humaine, 
la conviction que le monde n’est pas regi par les 

I. Voir, au sujet de Tastronoinie, Teixcelleiitouvrage de M. Jules 
Sageret : Ze Systime du Monde^ Des Chalddens a Newton (Paris 
F. Alcan). 
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dieux aveugles ou parleliasard, mais par des lois 
rationnelles : « ael Seo? Yecoii-erpsl » ; cette devise 
platonicienne signifie que le dieu qui gouverne 
1’ Uni vers a une raison semblable a la raison des 
geometreSy c’est-a-dire que ceux-ci peuvent arri- 
ver a penetrer les lois divines et immuables du 
monde : du jour ou Tliomme a compris qu’il pou- 
vait se proposer un tel but, il ne s’en est jamais 
laisse detourner ; meme dans les periodes les 
plus sombres de Thistoire, lorsque les soucis de 
la vie materielle absorbaient presque toutes les 
energies, il s'est trouve des chevaliers servants 
de la raison pour conserver et transmettre le 
flambeau de la pensee antique. 

2 . — Ily a cepen dant toujour seu, ily a encore des 
metaphysiciens qui, habiles a dissimuler sous un 
langage obscur et pretentieux, ou bien elegant et 
image, le vide ou bien Tincoherence de leur pen- 
see, ont preche a I’homme le mepris de Tintelli- 
gence et de la raison. Nous chercherons, dans le 
dernier chapitre de ce livre, a preciser les cas ou 
la raison humaine se trouve en face de problemes 
trop compliques pour elle et nous verrons quel 
pent etre alors le role de I’intuition a cote de 
I'intelligence^; mais il n’est pas besoin de beau- 
coup de reflexion pour reconnaitre que, sans leur 
intelligence, ceux qui se proclament anti-intellec- 
tualistes et exaltent Tenergie etla volonte, seraient 
vis-a-vis des « intellectuels » qu’ils meprisent 
dans la meme situation qu'un indigene cou- 

I, Sur le r 61 e n<§cessaire de Tintuition dans la decouverte scienti- 
fique, je me permets de renyoyer k mes articles : La logique et 
’ intuition en mathdmatique [Revue de metaphystque et de morale 
1907) ; La mecanique rationnelle et les physiciens [Revue du Mois^ 
octobre 1910, t. X notamment, p. 411) . 
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rageux s’attaquant a un europeen timide, mais 
enferme dans une casemate blin dee et mnni d’un 
excellent fusil ^ Ce qu’il ne fant pas oublier, 
c’est que rintelligence doit se contenter de com- 
prendrele monde et ne pent pas le creer : « Mun- 
dum regunt numeri » est un adage dont il ne 
faut pas abuser pour chercber a construire runi- 
vers a priori^ sans recourir a Fobservation ; il 
faut Finterpreter : les nombres aident a compren- 
dre le monde. 

3. — Ce n’est pas seulement la science et ses 
applications industrielles qui nous imposent la 
notion de loi naturelle comme une condition ne- 
cessaire a notre existence ; Fimperatif est encore 
plus categorique, s’il est possible, lorsqueFon se 
place simplement surle terrain de la vie pratique 
quotidienne. A ce point de vue, Fhistoire de la 
periode prescientifique de Fhumanite serait encore 
plus instructive que Fhistoire des deux ou trois 
derniers millenaires. Qu’il s’agisse de la culture 
du sol auquel on confie des semences precieuses 
en vue d’une recolte lointaine, ou des problemes 
sans nombre qu'il a fallu resoudre pour Felevage 
des animaux, la chasse, la peche, la navigation, 
la conservation ou la cuisson des aliments, 
Fhomme n’a pu vivre et progresser que grace a 
la connaissance de lois naturelles toujours plus 
nombreuses et a une confiance grandissante en 
la valeur de ces lois. Quelque opinion metaphysi- 
que que Fon professe sur la contingence des lois 

I. Je sais tr^s bien que certains philosophes penseront que je sim- 
plifie vraiment trop la question; je ne suis pas sur qu’on ne puisse 
ieur reprochei de ravoircompliquee. Pour avoir le droit d’etre anti- 
intellectuel. il faut d’abord renoncerk ^tre intelligent; sinon on corn- 
met un evidfr.t cercle vicieux. 
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de la nature, sur ce qu’elles etaient bien avant 
qu’il y exit des homines et sur ce qu’elles seront 
longtemps apres que Thumanite aura disparu (a 
supposer que ces questions aient un sens), il parait 
incontestable qu’au point de vue pratique, prag- 
matiste comme on dit parfois, la croyance en ces 
lois est pour nous une necessite : nous ne pour- 
rions pas nous endormir si nous n’etions pas assu- 
res que le soleil se levera demain. De meme, on 
concevrait difficilement I’existence d’un homme 
qui, lachant une pierre au-dessus de son pied, ne 
s’attendrait pas a la voir tomber et a avoir le pied 
ecrase. 

La necessite « humaine » des lois naturelles estle 
point de depart de toute speculation scientifique ; 
ce principe est tellement evident qu^on juge inu- 
tile de le repeter dans chaque ouvrage de scien- 
ces ; j’aurais pu aussi le sous-entendre ; si je ne 
I’ai pas fait, c’est parce que le Hasard, qui est 
Tobjet de ce livre, s’oppose precisement a la 
notion de loi ; il n’etait done peut-etre pas inutile 
de rappeler brievement la place eminente qu’il 
ne saurait etre question de contester a cette 
notion. 

4. — Malgre les progres de la science, il y a 
beaucoup de faits que Thomme est incapable de 
prevoir ; Texemple le plus banal est celui de la 
pluie et du beau temps ; nous n’y insisterons pas, 
car la complexite des phenomenes meteorologi- 
ques ne nous permettrait d’en parler avec preci- 
sion qu auprix de trop longs developpements. La 
sexualite dans les naissances humaines est un cas 
typique d’un probleme jusqu’ici insoluble malgre 
la simplicite au moins apparente de son enonce ; 

^ ^ 
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tel enfant a naitre sera-t-il un garcon ou une 
fille ? Nous ne savons meme pas avec certitude si 
le sexe est determine des Tinstant de la concep- 
tion ; la reclierclie des « causes » du sexe est un 
probleme d’une complexite inou’ie, bien qu’il n’y 
ait place que pour deux alternatives quant a la 
solution. D’autres phenomenes fortuits, tels que 
ceux qui se presentent dans les jeux de hasard 
(des, cartes, etc.} sontd’une nature un peu moins 
complexe : qui analysera neanmoins en detail 
les mouvements de la main qui jette les des ou 
qui bat les cartes ? 

La caracteristique des phenomenes que nous 
appelons fortuits, ou dus au hasard, c’est de 
dependre de causes trop complexes pour que nous 
puissions les connaitre toutesetles etudier. Nous 
aurons Toccasion, dans le cours de cet ouvrage, 
de revenir a diverses reprises sur cette definition 
du hasard ; retenons-la simplement comme une 
premiere approximation, qui nous estsuggeree par 
I'examen des conditions dans lesquelles se pro- 
duisent les phenomenes les plus usuels 

Une etude, meme tres super ficielle, des pheno- 
menes fortuits les plus frequents, montre que ees 
phenomenes obeissent a ce qu’on appelle des lots 
statistiques. Soient, par exemple, mille eufants 
a naitre d’ici quelques mois ; pour chacun d’eux 
pris individuellement, nous n’avons actuellement 
aucun moyen de prevoir son sexe ; mais nous 
sommes surs de ne pas nous tromper en affirm.ant 
que sur les mille enfants, il y aura des gar^.ons 
et il y aura aussi des filles. De meme, Ton 
donne un de a chacun des soldats d’une armee et 
si chacun d^eux lance ce de, on peut affirmei^ que 
le point 6 sera certainement amene par quelques- 
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nils. Sur un. ixiillion ci6 jcuncs g’cns do ving’t sns, 
reconnus d’excellente sante par les meilleurs 
xncdccins, on pGiit 6tr6 certain (^uc plusieurs 
seront morts avant dix ans ; et cependant chacun 
d’eux pris individuellement pent tres legitime- 
ment esperer vivre jusqu'a trente ans. 

On voit quelle est la difference qui separe la 
loi statistique des lois naturelles ; la loi statis- 
tique ne permet pas de prevoir un phenomene 
determine, mais enonce seulement un resultat 
global relatif a un assez grand nombre de phe- 
nomenes analogues ; de plus, sa certitude ne pa- 
rait pas etre de meme nature et n'entraine pas 
Tassentiment de tons. Si, en presence d'une nom- 
breuse assemblee, je prends une pierre dans la 
main et j’annonce que je vais la lacher et qu'elle 
ne tombera pas, tons mes auditeurs resteront 
sceptiques et, si Texperience annoncee reussit, 
chacun sera persuade que la pierre a ete main- 
tenue en Tair par un fil invisible on par tout autre 
moyen. Si, devant la meme assemblee, je parie 
que je lancerai deux des vingt fois de suite et que 
j^obtiendrai chaque fois le double-six, je rencon- 
trerai certainement un egal scepticisme. Et, si 
Texperience reussit, chacun croira a une super- 
cherie. Les deux cas nesont neanmoins pasiden- 
tiques ; pour la pierre quireste suspendue enTair 
apresque je Tai lachee, la certitude de la super- 
cheriesubsistera meme apresque j’aurai fait veri- 
fier ^ chaque spectateur qu'on n’a pas employe les 
« trues » auxquels il avait pense et cette certi- 
tude sera assez fortement ancree pour que cha- 
cun soit pret a parier tout ce que Ton voudra, 
m^me sa propre vie, que Texperience reussie 
n'est pas celle que j’avais decrite. Au contraire, 

9 * ^ # 
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.es vingt coups de des, si les des sent exa- 
avec soin, si Ton a confiance en mon hon- 
et si j'affirme que je les ai lances loyale- 
certains se demanderont peut-etre si la 
ience des vingt coups identiques n’est pas 
jment due a un hasard sans doute fort 
semblable, mais tout de meme possible, 
question de savoir si cette impression est 
56 est au nombre de celles que nous cher- 
is a eclaircir plus loin ; mais le fait qu’elle 
ne peut pas etre entierement neglige ; ii 
3 que la loi statistique ne s^impose pas a 
t humain avec le meme caractere de neces- 
le les lois naturelles. 

- Lorsque Ton etudie avec soin les pbeno- 
; qui obeissent a des lois statistiques, on 
.te qull est possible de definir entre ces 
menes des relations numeriques assez regu- 
la regularite apparaissant d’autant mieux 
I nombre des pbenomenes est plus conside- 
Par exemple, si pendant plusieurs annees 
:udie la sexualite dans les naissances d'une 
agglomeration bumaine, on constate qu'il 
pen pres autant de filles que de gargons. 
premiere observation conduit a penser que 
ssance d’un gargon et la naissance d’une 
out egalement probables ; on dira aussi 
lacun de ces evenements a pour lui une 
e sur deuXj ou que sa probabilite est 

ne observation plus prolongee ou etendue 

population plus nombreuse montre d’ail- 
IViil nait en moyenne un peu plus de gar- 
[ue de filles ; en moyenne, sur loo nais- 

^ 9 -e 
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sances, il y aura 51 gargons et 49 filles ; on dira 
que la probabiiite de la naissance d’un gargon est 
0,5 1 et la probabiiite de la naissance d’une filleo,49. 

La probabiiite que nous venons de definir est 
ce qu’on appelle la probabiiite statistique, parce 
que sa valeur n’est pas connue a Tavance 
d'apres la nature du phenomene, mais resulte de 
la connaissance detaillee et precise d’un grand 
nombre de pbenomenes. Certains auteurs insis- 
tent beaucoup sur la difference entre ces proba- 
bilites statistiques, qui sont de simples rapports 
entre des nombres observes, et les probabilites 
qu’il convient de definir d’une maniere plus pre- 
cise pour les soumettre au calcul. Commeexemple 
de ces dernieres, langons un de bien fabrique ; 
chacune des faces est egalement probable ; 
comme il y en a 6, la possibilite d’amener Tune 

d’elles est un sur six, c’est-a-dire . Nous ver- 

rons que la difference entre les deux cas est plus 
apparente que reelle ; en realite, toute probabi- 
iite concrete est, en definitive, une probabiiite 
statistique definie seulement avec une certaine 
approximation. Bien entendu, il est loisible aux 
mathematiciens, pour la commodite de leurs rai- 
sonnements et de leurs calculs, d’introduire des 
probabilites rigoureusement egales a des nombres 
simples, bien definis ; c’est la condition meme 
de Tapplication des mathematiques a toute ques- 
tion concrete : on remplace les donnees reelles 
toujours inexactement connues par des valeurs 
approcbees sur lesquelles on calcule comme si 
elles etaient exactes : le resultat est approche, de 
meme que les donnees 


I. Voir plus loin, p. 234. 
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En realite, pour savoir si uii de est bien fabri- 
que, il n’y a pas d'autre moyen que de le lancer 
un grand nombre de fois et de constater que cba- 
cune des 6 faces revient a peu pres aussi sou- 
vent que les autres b 

En definitive, si parmi un grand nombre 
d’evenements analogues, nous en distinguons 
certains sous le nom de cas favorables^ nous 
dirons que la probabilite est le rapport du 
nombre des cas favorahles au nombre total 
des evenements. Si le cas favorable est la nais- 
sance d’un gargon et s'il est ne 51.200 gargons 
sur 100.000 naissances, la probabilite de la nais- 
sance d’un gargon est 0,512. 

6. — La definition que nous venons de donner 
est classique, mais sa critique n’est pas moins 
classique : on a souvent affirme qu’elle ren- 
ferme un cercle vicieux. Elle exige, en effet, la 
connaissance prealable de tons les evenements 
possibles ; elle ne saurait done servir a rien en 
ce qui concerne les evenements futurs. 

Ce cercle vicieux est au fond le meme qui a ete 
souvent reproche au syllogisme ; la majeure ne 
peut etre affirmee que si tons les cas ont ete exa- 
mines ; la conclusion etait done connue. Si 3 ’af- 
firme que Tons les hommes sont mortels et si 
j’en conclus que Paul, 6tant un homme, est 
mortel, mon affirmation initiale n’etait legitime 
que si je savais deja que Paul est mortel. II n’y 
a pas lieu de discuter a nouveau ici le fondement 


I. On pourrait, bien entendu, fabriqner par des moyens meca- 
niques tr^s precis un de identique a nn autre qu’on aurait preala- 
blement reconnu bien fabrique ; la difSculte ne serait que reculee 
et compliquee. 


^ II 
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de rindaction et la notion de loi naturelle ; nous 
avons rappele que Tiiomme ne peut vivre que s’il 
croit a un grand nombre de majeures de syllo- 
gismes dont il n’a pas experimente tons les cas. 

De meme, nous ne savons pas combien il y 
aura de gardens sur les loo.ooo premieres nais- 
sances frangaises de Tannee prochaine ; mais, si 
nous avons constate, par plusieurs observations 
successives, que sur loo.ooo naissances fran- 
giaises, il y a environ 51.000 gargons, nous 
sommes portes a croire qu’il en sera de meme 
Tan proebain. L'etudede la theorie des probabili- 
tes permet de preciser la valeur de cette induc- 
tion ; mais cette etude meme repose sur un cer- 
tain nombre d’inductions analogues, de meme 
que les verites scientifiques ont pour origine pre- 
miere des observations vulgaires et des induc- 
tions grossieres. 

7. — On a aussi critique la definition de la 
probabilite au moyen de la distinction entre pro- 
babilite objective et probabilite subjective Sans 
discuter pour le moment la legitimite de cette 
distinction, retenons simplement cette observa- 
tion souvent faite : le basard n’est que le nom 
donne a notre ignorance; pour un etre omnis- 
cient, la probabilite n’existerait pas. On peut 
observer de meme que pour un etre omniscient, 
toute la science et toute Tactivite bumaines 
seraient vaines et sans but ; ce n’est pas pour 
cet etre que les bommes ont cree la science et la 
tbeorie des probabilites ; e’est pour eux-memes, 
qui sont loin d’etre omniscients. Quels que soient 


I. Voir plus loin, n® 87. 
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les progres des connaissances liumaines, il y 
aura toujours place pour Tignorance et par suite 
pour le hasard et la probabilite. 

II faut toutefois se mettre en garde centre une 
confusion qui a ete souvent une source de para- 
doxes. Si le hasard n’est autre chose que le nom 
donne a Tignorance, la theorie des probabilites a 
done pour but de creer de la science avec de 
Tignorance, e'est-a-dire quelque chose avec rien. 
II y a la une confusion sur le sens du mot igno- 
rance. Voici un jeu de cartes qui a ete longue- 
ment battu par plusieurs personnes ; jV choisis 
une carte sans la regarder ; j ’ignore evidemment 
completement quelle est cette carte. *^Iais je sais 
neanmoins bien des choses concernant la petite 
experience qui a consiste a extraire cette carte 
du jeu. Je connais tout d’abord la composition du 
jeu, soit que je I’aie verifiee avant le battage des 
cartes, soit qu’il s’agisse d’un jeu neuf garanti 
par la marque d une maison serieuse ; si j’avais 
affaire k un prestidigitateur, je pourrais craindre 
que le jeu dont il use ne soit compose que de rois 
de carreau ; je sais ou je crois savoir que cen’est 
pas le cas. Je sais aussi que les diverses per- 
sonnes qui ont battu les cartes ont precede loya- 
lement, de leur mieux; je les ai peut-etre battues 
moi-meme et je sais que j’ai precede en tachant 
de varier le plus possible mes precedes de bat- 
tage, de sorte que je ne crains pas d’avoir laisse 
subsister I’ordre particulier qui pouvait exister 
avant le battage. Je sais aussi qu’en choisissant 
une carte sans la retourner, je n’ai ete guide par 
aucun signe m’en faisant connaitre la nature. 
C’est sur tout ce que /e sais, et non sur mon 
ignorance, que je baserai Taffirmation que la 
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probabilite pour qu3 la carte cboisie soit le sept 
de pique est precisement — , le jeu etant de 

32 cartes. Si un comparse indiscret m’avertit que 
la carte cboisie n’est pas une figure, comme mon 
ignorance sera diminuee et que Tbesitation ne 
portera plus que sur les 20 cartes qui ne sont 
pas des figures, la probabilite pour que ce soit le 

sept de pique sera . Si Ton me dit que la 

carte est un sept, la probabilite sera — ; et si enfin 

4 

je retourne la carte, il n’3^ aura plus de probabi- 
lite, mais certitude positive ou negative. L’igno- 
rance est done sans aucun doute un element 
necessaire a I’existence de la probabilite, mais 
ce n’est pas Tignorance seule qui cree la proba- 
bilite. 

On pent observer a ce sujet qu’il peut y avoir 
plusieurs echelons dans Tignorance : la super- 
position de plusieurs ignorances successives com- 
plique I’analyse des problemes, sans introduire 
rien de reellement nouveau dans les principes ; 
aussi n’y a-t-il pas lieu d’insister ici ; donnons-en 
cependant un exemple simple, k titre d’indica- 
tion, en laissant au lecteur le soin de Tetudier si 
cela rinteresse : on a battu devant Paul dix jeux 
de cartes dont 4 sont des jeux de 52 cartes et 6 
des jeux de 32 cartes ; on lui fait choisir une carte 
dans un de ces dix jeux sans qu’il puisse savoir 
s’il s’agit d’un jeu de 32 ou d’un jeu de 52 ; 
quelle est la probabilite pour que la carte cboisie 
soil un roi de pique ^ ? 

I. On observera que la probability n’est pas la menie que si Ton 
cboisissait au hasard une carte dans le jeu obtenu en battant ensemble 
les dix jeux ; elle est plus grande dans le cas du texte. 
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- Nons sommes maintenant k meme de 
!ndre quels peuvent etre Tobjet et le but 
:lieorie des probabilites. On dit souvent 
but est la recberclie et Tetude des lots du 
i; mais le basard peut-il avoir des lois ? 
objection que nous avons deja sign alee et 
langage suggere invinciblement. II est 
,ble de dire que la theorie des probahili- 
pour objet d'evaluer les probabilites 
ements complexes aumoyen des proba- 
supposees connues d'autres eveneme7its 
imples. Son but, c’est d’arriver a prevoir 
le certitude presque absolue, bumainement 
3 peut-on dire, certains evenements dont 
)abilite est telle qu'elle se confond avec la 
ie. Dans quelle mesure ce but peut etre 
, c’est ce que montrera toute la suite de 
rrage. 

a le supposait pleinement realise, on voit 
tbeorie des probabilites completerait sin- 
;ment la connaissance que rbomme peut 
e Tunivers, puisque la oil nous ne connais- 
LS de lois naturelles et oil regne pour nous le 
, la connaissance des lois du basard per- 
it de remplacer les lois naturelles incon- 
ar d’autres lois aussi rigoureuses et aussi 
mnues. Hatonr-nous de dire que cet ideal, 
ilement n’est pas atteint, mais ne le sera 
It que la science bumaine ne sera pas 
e, c’est-a-dire jamais ; mais c’est deja 
up que la tbeorie des probabilites permette 
Lre notablement notre connaissance de 
rs et notre capacite de prevision des pbe- 
es naturels. Nous allons essayer de faire 
jndre, sur un exemple aussi simple que 
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possible, comment on pent, en combin 
probabilites simples qui laissent line lar| 
a Fignorance et au hasard, aboutir dans 
cas a des enonces ou la part de Fignoran 
hasard se trouve avoir presque compL 
disparu. 





CHAPITRE II 

LES LOIS DU JEU DE PILE OU PACE 


9. Definition du jeu. — 10. Etude de a, 3, 4 parties. — ii. Cas 
general: triangle aritiimetique. — 12. Application. — 13. Cas 
des grands nombres. — 14, 15. Unite decimale d’ecart ; son emploi. 
— 16. Loi des grands nombres de Bernoulli. — 17* Objections et 
paradoxes. — 18. La confusion entre la probabilite ties faible et 
la probabilite nulle. — 19. L objection de M. Le Dantec. — 20. 
L^aliure d’une longue partie de pile on face. — 21. Le gain ne 
peut pas etre proportionnel an temps. — 22. La portee pratique 
de la loi des grands nombres. 

9. — On jette en I’air une piece de monnaie et 
Ton engage des paris sur le cote qui sera appa- 
rent apres sa chute : Tun des cotes s’appelle pile 
et Tautre face. Tel est le probleme le plus simple 
de probabilites, si Ton ajoute Thypothese que les 
chances sont egales pour le cote pile et le cote 
face. Au sujet de cette egalite des chances, nous 
laisserons de cote ici toute discussion philoso- 
phique, la prenant simplement pour un fait 
experimental ou, si Ton veut, pour la definition 
meme du fait que la piece employee est honne 
pour ce jeu : nous admettons des lors que Ton se 
sert dune piece bonne. Si quelque lecteurpense 
que le relief irr^ulier de la piece ne permettra 
jamais qu^elle soit rigoureusement bonne^ il 
peut se figurer que Ton emploie un jeton dont la 
symetrie a ete rigoureusement recherchee par une 
fabrication des plus soigneuses. Cette symetrie 
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parfaite* nepeiit d’ailleurs etre qu'un cas limite, 
line notion abstraite comme la notion de la ligne 
droite. 3Iais cette hypothese pent etre suffisarn- 
ment realisee dans la pratique pour que les con- 
clusions auxquelles elie conduit s'accordent avec 
Texperience, au degre d'approximation meme 
des erreurs experimentales : c’est tout ce que 
Ton pent demander a une science quelconque. 

lo. — Etudions d’abord les cas oil Ton joue un 
petit nombre de parties et cherchons a voir 
quelles sont les circonstances qui pourront se 
produire. La premiere partie peut donner comme 
resultat pile ou face ; ces deux hypotheses sont 
egalement probables ; on convient de dire que la 
proiahilite dechacune d’elles est un sur deux, 
ce que nous ecrirons i : 2 ou 0,5. Nous pouvons 
representer ce resultat par le tableau suivant 

s P I : a 

( F 1:2 

Quel qu’ait ete le resultat de la premiere par- 
tie, la seconde partie peut donner comme resul- 
tat pile ou face, et chacune de ces hypotheses 
est egalement probable, car le resultat de la pre- 
miere partie est sans influence sur celui de la 
seconde : suivant Vheureuse expression de Joseph 
Bertrand, la piece de monnaie n’a ni conscience 
ni memoire. J’insiste un peu sur ce point, malgre 
son evidence, car si on ne le comprend point 
d^une maniere parfaite, sans restriction ni reti- 

I. A parler en toute rigueur, la sym^trie absolu^ entrainerait 
rindiscemabilite des deux cotes, et par suite Timpossibilite du 
jeu ; si les deux c6tes different en quoi que ce soit, ne serait-ce que 
par la couleur, on ne peut jamais etre rigoureusement sdr que cette 
diference est sans iudueuce. 
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cence, il est inutile de poursuivre I’etude de la 
theorie des probabilites. 

C’est surtout Tbabitude des jeux de basard qui 
rend certains esprits refractaires a cette notion 
de rindependance des evenements successifs ; 
comme ils ont observe que, dans une longue 
serie, les coups de pile on face sont a pen pres 
egalement nombreux% ils en concluent qu’une 
longue serie de coups ayant amend pile doiteire 
suivie dun coup face; c’est une dette quelejeu 
a contractee envers eux. II suffit d’un pen de 
reflexion pour se convaincre a quel point cet 
antkropomorpbisme est pueril : les raisons pour 
lesquelles les chances de pile et de face sont 
egales subsistent a chaque partie et Ton ne pent 
concevoir aucun mecanisme par lequel les resul- 
tats des parties anterieures pourraient modifier 
I’egalite des chances. Cette croyance anthropo- 
morphique a la memoire et a la conscience dela 
piece de monnaie n'a done aucun fondement 
positif ; pour les esprits superstitieux, cela pour- 
rait ne pas suffire a la condamner s’ils n’aperce- 
vaient pas d’ autre moyen de rendre compte des 
observations qui donnent des nombres sensible- 
ment egaux pour pile et pour face, sur un grand 
nombre de parties ; mais nous allons. precisement 
voir que Ton arrive a expliquer de la manierela 
plus satisfaisante ces resuitats de rexperience, 
en admettant Vindependance des parties succes- 
sives : tout pretexte disparaxt done pour contes- 
ter cette independance. 


I. ^observation des joueurs portQ snr le rouge o^ le noir k la 
roulette, ou sur le gain on U perte du banquier au baccara, etc. ; 
nous laissons de cote ces jeux, parce qu’ils sont plus complexes qu© 
le jctt d® pile ©u face. 



l£! IIA 6 ARD 


Revenons done a notre seconde partie; en 
comblnant les resultats qu’elle pent donner avec 
les resultats de la premiere, nous obtenons le 
tableau suivant : 


dans lequel la premiere colonne correspond k 
la premiere partie et la seconde colonne a la 
seconde partie ; nous voyons que Tensemble des 
deux parties conduit a quatre combinaisons pos- 
sibles, toutes quatre egalement probables; on 
dira que la probabilite de chacune d’elles est un 
quarts e’est-a-dire i : 4 ou 0,25. On pent d'ail- 
leurs les ecrire comme il suit 


PP I : 4 
I PF 1:4 
1 FP 1:4 
FF I : 4 


2 : 4 = I : 3 


Nous avons reuni par un trait les deux combi- 
naisons PF et FP ; elles ont en effet ceci de com- 
mun qu’ elles renferment cbacune une fois pile et 
une fois face ; elles sont identiques quand on 
ne tient pas compte de Vordre ; si Ton enonce 
le resultat brut des deux parties, on pent dire 
que trois hypotheses seulement sont possibles : 
ou les deux parties amenent pile, ou une seule 
amene pile, ou aucune n’amene pile ; en d’autres 
termes, le joueur qui aurait joue pile pent gagner, 
ou 2 fois, ou I fois, ou o fois. Les probabilites 
respectives de ces hypotheses ne sont pas %ales, 
comme une absence totale de reflexion aurait pu 
le laisser croire ; le cas ou le joueur gagne i fois 
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sur 2 parties pent se produire par les deux com- 
binaisons differentes PF et FP ; sa probabilite est 
done un demi^ tandis que la probabiiite de eba- 
cun des autres cas est seulement un quart, 
Supposons maintenant que Ton joue une troi- 
sieme partie; un raisonnement analo^*ue nous 
conduira au tableau suivant 



dans lequel la premiere colonne correspond a 
la premiere partie, la seconde colonne a la 
seconde partie, la troisieme colonne a la troi- 
sieme partie ; on voit qu’il y a en tout 8 combi- 
naisons dont cbacune est aussi probable que les 
autres. Modifiant Tordre du tableau precedent, 
nous intervertirons la quatrieme et la cinquieme 
lignes, pour rapproeber les combinaisons qui 
conduisent au meme resultat global, abstraction 
faite de I’ordre des parties, et nous obtiendrons 
ainsi le tableau suivant : 

PPP I : 8 

( PPF I : 8 ) 

\ PFP 1:83:8 
( FPP 1:8} 

r PFF 1:8) 

) FPF 1:83:8 
( FFP 1:8)' 

FFF I : 8 
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On voit quelejoueur quijoue pile, par exemple, 
a line chance sur 8 de gagner 3 parties ; 3 chances 
sur 8 d’en gagner 2 ; 3 chances sur 8 d’en gagner i , 
et une chance sur 8 d’en gagner o. 

On formerait de la meme maniere les tableaux 
relatifs au cas de quatre parties ; nous donnerons 
seulement le second des tableaux, ou, pour la 
commodite de la lecture, nous rempla^ons la 
lettre F par un point. 

4P PPP? I : 16 

I PPP. I : 16 
PP.P I ; 16 
P.PP I : 16 
\ .PPP I : 16 
/ PP. . I : 16 
P.P. I : 16 

) P . .P I : x6 
.PP. I : 16 
.P.P I : 16 
\ . .PP I : 16 
P. . . I : 16 
. P . . 1:16 

. .P. I : 16 
. . . P I : 16 
oP .... I : 16 

On vdit que le joueur qui joue pile a i chance 
sur 16 de gagner leS 4 parties ; 4 chances sur 16 
(ou 1 sur 4) d’en gagner 3 ; 6 chances siir 16 (ou 
3 sur 8) d’en gagner 2; 4 chances sur 16 (ou i sur 
4) d’en gagner i ; i chance sur i6 de n’en gagner 
aucune. 

Sans qu’il soit necessaire de pousser plus 
loin cette etude, on voit par quel mecanisme 
simple on arrive, en partant de probabilites 
supposees egales pour chaque partie, a trou- 
ver des probabilites inegales pour les divers 



(j 4 : 16 - I : 4 


6 : 16 3 ; 8 


4 : 16 = I : 4 
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resultats globaux possibles d’ an ensemble de par- 
ties. Par exemple, dans le cas de 4 parties les 
combinaisons dans lesquelles le resultat global 
est 2 fois pile et 2 fois face sont au nombrede6; 
chacune d’elles, prise individuellemenr, n'est 
pas plus probable que la combinaison qui amene 
pile 4 fois de suite ; mais, lorsque Ton considere 
leur ensemble, il y a 6 fois plus de chances pour 
obtenir Tune d'elles, non designee a I’avance, que 
pour obtenir la combinaison unique PPPP. Si 
deux joueurs font frequemment des series de 
4 parties a pile ou face et s’ils observent avec 
soin les resultats du jeu, ils constateront sans 
peine que les cas les plus frequents, au point de 
vue du resultat global, sont ceuxou chacund’eux 
gagne deux parties ; ces cas devront se produire 
en moyenne 6 fois sur 16; les cas oil Tun d’eux 
gagne 3 parties se produiront 4 fois sur 16 pour 
chacun d'eux (et par suite 8 fois sur 16 si I’on ne 
specific pas lequel des deuxgagneles trois parties; 
ils sont alors plus nombreux que les cas oil I’egalite 
se produit) ; enfin il arrivera seulement une fois 
sur 16 que Tun d’eux gagnerales 4 parties (et par 
suite 2 fois sur 16 que les 4 parties seront ga- 
gnees par le meme joueur, non designe d’avance) . 
Mais ce serait une tres grave erreur de conclure 
de ces constatations que la combinaison PPPF, 
par exemple, est plus probable que la combinai- 
son PPPP, c’est-a-dire que, les trois premieres 
parties ayant donne pile, la quatrieme a une 
tendance particuliere a donner face. Si les com- 
binaisons donnant pile 3 fois sont plus probables 
que la combinaison donnant pile 4 fois, ce n'est 
pas parce que chacune d’elles est plus probable, 
mais uniquement parce qu’elles sont plus nom-« 
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breuses : 11 j en a 4, car la pariie unique donnant 
face peut etre soil la premiere, soit la seconde, 
soil la troisieme, soit la quatrieme ; c'est seule- 
ment ce dernier cas qui peut se produire lorsque 
les trois premieres parties ont donne pile. 

II. — Lorsque Ton consider© un grand nombre 
de parties successives de pile ou face, il est aise 
de dormer une regie faisant connaitre la probabi- 
lite d'amener m fois pile sur n parties, II est clair 
que le nombre total des combinaisons possibles 
est 2’", et que cbacune de ces combinaisons est 
egalement probable car a chacune des combinai- 
sons possibles pour les ^ — i premieres parties 
en correspondent 2 pour les n parties, puisque la 
^itoepartie peut donner soit pile, soit face ; c’est 
ainsi que nous avons trouve 2 combinaisons dans 
le cas d’une partie, 4 dans le cas de deux parties, 
8 dans le cas de trois parties, etc. 

Parmi ces 2" combinaisons, combien y en a-t-il 
renfermant m fois pile ? Nous design erons leur 
nombre par C® et nous remarquerons que, pour 
obtenir m fois pile, il faut ou bien que les n — i 
premieres epreuves aient donne m fois pile et que 
la donne face, ou bien que les n — i pre- 
mieres epreuves aient donne m — i -fois pile et 
que la donne pile. La premiere alternative 
fournit autant de combinaisons qu’il en existe 
donnant m fois pile sur n — i epreuves, c’est-a- 
dire combinaisons; de meme, la second© 
alternative fournit Cjzi combinaisons, on a 
done 

On deduit de cette formule la regie suivante, 
^ 24 ^ 
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qui conduit au triangle arithmetique de Pascals 
On inscrit stir une premiere ligne le 
nombre i repete deux fo is ; puis on calcule 
chaque nombre a inscinre dans les lignes 
suiv antes en ajoutant au nombre inscrit 
immediatement au-dessus de lui le nombre 
inscrit d la gauche de celui auquel on V ajoiite; 
dans V application de cette regie, on suppose 
mentalement que les lignes sont prolongees d 
droite et d gauche par des ^eros. On obtient 
ainsi le tableau suivant : 


I I 

I 2 I 


I 

3 

3 

I 






I 

4 

6 

4 

I 





I 

5 

10 

10 

5 

I 




I 

6 

15 

20 

^5 

6 

I 



I 

7 

21 

35 

35 

21 

7 

I 


I 

8 

28 

56 

70 

56 

28 

8 

I 

I 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

36 

9 I 

I 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 10 


quil serait possible de prolonger et qui est de la 
plus grande utilite pour la solution des pro- 
blemes simples de probabilites. Les 4 premieres 
lignes renferment les nombres que nous avons 
deja trouves au n° 10 dans les cas de i , 2, 3, 4 par- 
ties ; la 5'^“® ligne s’obtient par le calcul suivant 

0 I — I 

1+4= 5 

4 6 rz: 10 

6 -}- 4 = 10 

4 + 1= 5 

1 -j- O zz I. 

1. I.e Traits du triangle arithmetique est reproduit (texte iatin et 
traducLion fran9aise) dans le tome III des oeuvres de Blaise Pascal, 
publiees par Leon Brunschvicg et Pierre Boutroux (Collection U% 
grands ecrivains de la France). 
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La somme des nombres de cette cinquieme 
I’Q'r.e esr, d'apres ces egalites memes, double de 
li. s‘jinn:edes nombres de la quatrieme ; elle est 
efieciivement egale a 32 = 2 X 16. II y a done 
52 combinaisons possibles pour 5 parties, parmi 
lesqnelles i donnant5 fois pile, 5 donnant 4 fois 
pile, 10 donnant 3 fois pile, 10 donnant 2 fois 
pile, 5 donnant i fois pile, i donnant o fois pile. 

On peut remarquer que les diverses lignes du 
tableau sont S3"metriques, e'est-a-dire que les 
nombres equidistants des extremes sont egaux. 
Dans les lignes de rang pair, correspondant a 
un nombre pair de parties, les nombres vont en 
croissant jusqu'au milieu ; le nombre le plus eleve 
correspond a un partage egal des resultats entre 
pile et face ; dans les lignes de rang impair ce 
partage egal ne peut etre realise et il y a au 
milieu de la ligne deux nombres egaux, plus 
grands que les autres et correspondant aux deux 
cas oil Tun des deux cotes de la piece apparait 
une fois de plus que Tautre. 

12. — Pour donner un exemple de Pemploi du 
triangle arithmetique^ resolvons un probleme 
elementaire. 

Probleme. — Unjoueur a pile ou face a- 
t-il plus de chances degagner ^ parities sur 4 
ou d'en gagner ^ sur 81 II convient de preciser 
cet enonce en indiquant si le joueur doit gao-ner 
precisement 3 parties et 5 parties ou s^il "doit 
gagner au moins 3 parties ou 5 parties ; en 
d’autres termes, si le joueur gagne 6 parties, doit- 
on considerer qull en a gagne 5 ? C’est evidem- 
ment 1^ une question de convention ; nous exa- 
minerons successivementles deux cas. 
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Premier cas : Tenonce est pris au sens strict, 
c'est-a-dire que les nombres de parties gagnees doi- 
vent toeprecisement 3 et 5 . On voit immediatement 
sur le triangle arithmetique que, pour gagner 3 
parties sur 4 il y a 4 cas favoirables sur 16 etque 
pour gagner 5 parties sur 8, il y a 56 cas 
favorables sur 256 ; dans la premiere bypotliese, 

la probabilite de gagner est done egale a ~ , 

e’est-a-dire a dans la seconde liypotbese, elle 
4 

est-^=~ ; elle est done moins elevee ; on a t>lus 
256 52 ’ ^ t ' 

d' avantage a par ier que Von gagner a i par- 
ties sur 4 qu' d parier que Von gagner a ^par- 
ties sur 8. 

Second cas : I’endnce est pris au sens large, 
e’est-k-dire que les nombres de parties gagnees 
doivent etre au moins egaux k 3 et a 5. Le trian- 
gle arithmetique montre que pour gagner 4 ou 3 
parties sur 4, il y a un nombre de cas favorables 
egal a I -|- 4 2=± 5 sur 16 ; pour gagner 8, 7, 6 ou 
5 parties Sur 8, il y a un nombre de cas favota- 
bles egal a i -f- 3 + 28 -h 56 = 93 sur 256 ; dans 
la premiere hypothese, la probabilite de ga- 
gner est ^ ou dans la seconde hypothese, elle 

est e’est-a-dire plus elevee ; on aplus d'avan^ 

tage d parier que Von gagnera au moins 5 
parties sur 8 qu'd parier quon en gagnera au 
moins 3 sur 4. 

13. — Le triangle arithmetique suffit pour resou- 
dre les problemes qui portent sur un petit nom- 
bre de parties ; mais il n’en est plus de meme 
lorsque le nombre des parties devient consid6- 
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rab'e : pour lOO parties, il serait deja malaise de 
pcobiriger le triangle arithmetique jusqu’a lacen- 
t:‘rn:e iigne ; pour i .000 parties, ce serait a peu 
fm possible : pour un million de "parties, la 
tacbe depasserait les forces humaines. 

L algebre et Tanalyse matbematique fournis- 
sent le'^moven d'obtenir assez aisement le resultat 
de calculs arithmetiques dont Texecution directe 
serait trop longue oumeme pratiquement impos- 
sible. Les formulesque Ton obtient ensimplifiant 
ainsi les calculs auxquels conduirait la theorie 
du triangle arithmetique, sont de la plus haute 
importance pour toutes les applications de la theo- 
rie des probabilites ; leur demonstration exigedes 
developpements mathematiques pour lesquels 
nous renverrons aux traites speciaux sur les pro- 
babilites b Le seul point sur lequel il importe 
d'insister ici, c’est que cette demonstration ne fait 
appel a aucun principe nouveau, ni a aucun pos- 
tulat cache ; c'est simplement un mode de calcul 
abrege, qui conduit exactement aux memes re- 
sultats que Ton obtiendrait si Ton avait le temps 
et la patience de prolonger suffisamment le trian- 
gle arithmetique ; ou, siTon prefere, derecommen- 
cer un nopibre suffisant de fois les raisonne- 
ments elementaires du n® 10, en ecrivant dans 
chaque cas le tableau complet des coups possi- 
bles. 

14. — Pour rendre la formula des grands nom- 
bres aussi claire que possible, prenons un exem- 
ple precis. Soit une partie de pile ou face dans 
laquelle on a joue un million de coups. Il est aise 

I. Voir, par exemple, Emile Borbi., Elements de la theorie des 
p'ohahilitis (Hermann). 
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de se rendre compte que les combinaisons dans 
lesquelles il y a eu exactement lememenomhre 
de fois pile ou face (c'est-a-dire 500.000 fois) sont 
relativement pen nombreuses par rapport an 
nombre total des combinaisons. Leur nombre dif- 
fere en effet tres pen du nombre de celles qui 
comportent 500.001 fois pile et 499.999 fois face. 
Les formules qui font connaitre les probabilites 
de cbacune de ces combinaisons individuelles, 
peuvent se deduire des formules que nous allons 
donner ; mais nous ne nous y attarderons pas, 
car elles sont tres pen usitees ; le probleme que 
Ton se pose le plus generalement est le suivant : 
quelle est laprobabilite pour que le nombre de fois 
ouron amenera pile (ou face) depasse de plus de 
1. 000, ou de plus de 20.000 le nombre 500.000 que 
Ton auraitamenes’il}^ avait eu partage egal ? En 
d’autres termes, quelle est la probability pour 
que le nombre des coups amenant pile soit com- 
pris entre 480.000 et 520.000? On dira, dans ce 
dernier cas, que Vecart est inferieur a 20.000, 
Vecart etant, par definition, la difference entre le 
nombre observe et le nombre que Ton obtient en 
multiplian tie nombre total des coups ( 1. 000. ooo)par 

la probability de pile . Pour simplifier la for- 

mule, on modifie encore legerement cet y nonce 
et on se propose de dyterminer la probabilite 
pour que Vecart depasse un nombre donne. 
Cette probabilite est evidemment egale au quo- 
tient du nombre des combinaisons dans lesquelles 
Tecart depasse ce nombre donne, par le nombre 
total des combinaisons possibles ; c’est ainsi 
qffonlecalculerait dans les cas simples, aumoyen 
du triangle arithmytique. Le rysultat que nous 
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alloDS donner est identique a celui qui se dedui- 
rait du iriangle arithmetique dans le cas des 
grands nonibres, si Ton pouvait executer le cal- 

Xous deSn irons d'abord ce que nous appelie- 
rons Vuntie deciraale d'ecart; c’est Tecart tel 
que la probabilite pour qu'il soit depasse soit 
precisenient egale a mi dixihne ^ ; dans le cas 
d*uii grand nombre de parties de pile ou face, 
ceite unite decimale d’ecart pent etre prise egale 
a la racine carree du nombre des parties ^ ; dans 


1. D«ns mss Elimsnis ds la. thiorte des probahilites, j’ai introduil 
svstematiquement Vuntie d'ecart que Ton peut appeler nipirienne 
pares quelle est a^ec le nombre e dans la meme relation que I'unite 
dkimale avec le nombre lo. 

J'omets ici, pour simplifier, certains details qui n’ont d’interet 
que pour les cakuls de precision, calculs tres rarement necessaires 
dans les applications usuelles et doni nous n aurons pas besoin dans 
cet ouvrage. Pour de tels calculs, on recourra aux tables de la 
foaction kabituelleinent designee par 0 (X| et definie par la formule 

e(X; =4= I 

v -J 

La probabilite pour que Tecart relatif X soit depasse est 



Les approximations que nous faisons consistent : i® a remplacer 
s 

par Fuaits le facteur qui est egal a i,ia ; a® a remplacer Finte- 
V'-n 

grale de — ** depais X jusqua Finfini par < — 1*; cette seconde 
approximation est de signe contraire ala precedente; j® en rempla- 
jant e — A* par lo— -p*, ce qui donne entre X et |u la relation 

~ = ^ a prendre pour Taleur de ce rapport ce qui 

rcTient a confondre ^ = 3,78 avec Dans le cas de m 

parties de pile ou face, Fuaite d ecart aeperienne est^/ dl ; en la mul- 

tiplian^ par v^, suiTant notre approximation y, nous obtenon# 

bien 
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le cas d'un million de parties, elie est done egale 
a i.ooo. La regie tres suffisamment approchee 
pour la plupart des applications pratiques est alors 
la suivante : La probahilite pour que Vecavt 
soit egal a n fois Viinite decimale d'ecart est 
io“^“ . Par exemple, sur un million de parties de 
pile ou face, la probabilite pour amener plus de 
501.000 fois pile (ou face) est 0,1, la probabilite 
d’un ecart double, c'est-a~dire de plus de 502.000 
pile (ou face) est io~% e’est-a-dire un dix-mil- 
lieme ; la probabilite d’un ecart triple louplus de 
503.000) est io~\ e'est-a-dire un milliardieme ; 
la probabilite d’un ecart decuple, e’est-a-dire plus 
de 510.000 fois pileou face est e’est-a-dire 

un nombre decimal dans lequel la virgule serait 
suivie de 99 zeros apres lesquels serait ecrit le 
chiffre i. On voit avec quelle rapidite fantastique 
decroissent les probabilites des que Tecart de- 
passe la valeur que nous avons appelee Vunite 
decimale ^ 

En presence de ces resultats qui surprennent 
Timagination, il n’est pas inutile d’insister a nou- 
veau sur le fait que les methodes qui y condui- 
sent sont seulement des methodes de calcul 
abregees^ mais que les memes resultats seraient 


I. Pour donner, une fois pour toutes, une idee de rapproxirnation 
des formules simplifiees que nous donnons, ■voici les resultats exacts 
auxquels conduit Temploi des tables d© la fonction 0 (X). L ecart 

dont la probability est L n’est pas i ooo, mais 822 ; I’ecart dont la 

p-obabilite est tin dix-millieme n’est pas exactement 2 000, mais 
-<^45 : Tecart dont la probabilite est un milliardieme n’est pas 
exactement 3000, mais environ 3020. Pour les valeurs plus gran des 
de I’ecart, les valeurs obtenues pour la probabilite sont si faibles 
qu’elles ne se prStent a aucune application pratique ; et, d’autre 
part, au point de vue de notre imagination, une probability 10 — 9 ® 
M se distingue pas d’une probability 10 — 

# # 
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obieaus par Fempioi du triangle arithm Clique et 
de.- raisonnements elementaires qui y condui- 
si Ton avail suflisamment de patience et de 
temps. C est de la meme maniere que remploi 
des Icgarithmes simplifie les calculs ddnterets 
composes pour de longues periodes, mais que les 
memes resultats seraient obtenus par le calcul 
elemeiiiaire des interto simples, et leur addi- 
tion au capital, annee par annee. Uanalogie 
eiitre les deux problemes est d'aiileurs tres 
grande; dansle premier, on obtient des nombres 
considerables par la multiplication un grand 
norabre de fois par lui-meme d’un facteur tres 
peu superieur a I’unite; dans le second, on obtient 
des nombres extremement petits par la multipli- 
cation de facteurs tres peu inferieurs a I’uniteb 

15. — Les calculs analytiques par lesquels on 
arrive a la regie que nous »rons donnee, suppo- 
sent le nombre des parties assez grand, disons 
par example superieur a 100; pour des petits 


I. Djns Is cas des interets composes, ces facteurs peu differents 
de I’cnOs son: tons egaux entre eux; dans le cas des probabilites, 
ils sonr variables, et c'est cette variabilite qui introduit comme 
expi^sant le carr^ da rapport h Tunite decimale d’ecart. Dans le cas 
d JTi million de parties de pile ou face, la probabilite pour amener 
500 001 fois pile est a la probabilite pour I'amener 500 000 fois dans 


le rappu 


500 001 


; pour passer a la probabilite pour amener 


500005 fois pile, ii faut multiplier par 


499 Q99 . 


; pour passer k la 


500 002 

probabilite pour amener 500 005 fois, il faut multiplier encore, par 
et ainsi tie suite; on concoit qu apres un millier de multi- 

5‘.0 003 ^ r 

plications on obtienne un resultat assez petit, resultat qui decroitra 


d autant plus vite d«s lors que les facteurs tels que 
rout deji notable meat de Turntd. 


499 001 
501 000 


differe- 
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nombres, on arrivera a un resnltat plus precis en 
calculant effectivement le nombre des combinai- 
sons par le triangle arithmetique. Nous donnerons 
plus loin (n®io 6 fUn exemple d’un tel calcuipour 
lecas de 20 parties. II n’est pas inutile d'obser- 
ver que, meme dans le cas des petits nombres, si 
Ton desire connaitre seulement Tordre de gran- 
deur dll resnltat, la regie de I'unite decimale con- 
duit a une approximation suffisante, et a Tavan- 
tage d'etre d'une application tres aisee. 

Par exemple dans le cas de 20 parties, Tunite 
decimale \/ 20 est comprise entre 4 et 5 ; les 
nombres donnes au n® 106 montrent que la pro- 
babilite d’un ecart egal ou superieur a 4 est 

t X 60.460 
1.048.576 ’ 

c'est-a-dire a peupres-^, tandis que la probabi- 
lite d'un ecart egal ou superieur a 5 est 

2 X 21.700 
r .048.576"^ ' 

c’est-^-dire environ — ; la probabilite -i- est bien 

comprise entre ces deux nombres. Get exemple 
montre quel est le degre d’exactitude que Ton 
pent attendre de la regie de Tunite decimale 
d’ecart. Cette exactitude est tout a fait suffisante 
lorsque, comme ce sera toujours le cas dans ce 
livre, on ne recherche pas les applications num6- 
riques precises qui sont indispensables, par exem- 
ple, k une compagnie d'assurances, mais Ton 
se propose simplement de se rendre compte de 
Tordre de grandeur des probabilites qui inter- 
viennent dans les questions etudiees. 


» 3 .^ ^ 
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En raison de son importance, je rappelle la 
regie de I’unite decimale, pour le cas simple du 
jeii de pile ou face ; nous completerons plus loin 
cette regie de maniere ala rendre applicable a des 
problemes plus generaux. 

Regle : Vuniti decimale d'ecart est egale 
a la racine carree dii nombre des parties ; la 
probabilite pour que Vecart ^ depasse n fois 
cette unite est 

i6. — De cette regie on deduit aisement la de- 
monstration de la proposition a laquelle Jacques 
Bernoulli a donne le nom de loi des grands 
nombres. 

Pour un million de parties I’unite decimale 
d’ecart est i.ooo, pour cent millions de parties, 
elle est lo.ooo. La probabilite d'un ecart egale a 
sept foisTunite, par exemple, est dans les deux cas 
10” Dans le premier cas, cet ecart correspond 
a plus de 507,000 parties gagnees ou perdues 
par le joueur qui parie pile, dans le second cas 
cet ecart correspond a 50.070.000 parties gagnees 
ou perdues; on voit que, lorsque le nombre des 
parties augmente, Vecart absolu que Ton peut 
craindre ou esperer augmente aussi, mais ce que 
Ton peut appeler Vecart relatif, c’est-a-dire le 
rapport de Tdcart absolu au nombre des parties S 


I. Pour parler ri^oureuseiiieiit, il faudrait dire la valeur absolue de 
Hdcart. Mais la distinction est de pen d^importance pour les appli- 
cations que nous ferpns. 

3. besignons par a*le nobubre des parties ; I'unite decimale d’ecart 
est alors a ; la probability d'un ycart«<x est done « — n» ; inais quel que 
soit le nombre fixe «, si a est assez grand, na est tres petit par 
done, la probabilite d^un ecart relatif petit que 
Ton veut tend vers zero lorsque le nombre des epreuves augment® 
indefiniment. 
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va en diminuant. Sur un million de parties la 
probabilite pour que le rapport du nombre des 
parties gagnees ou perdues au nombre total des 
parties soit superieur au quotient de 507.000 par 
un million, c'est-a-dire a 0,507 est egale a 
c’est-a-dire est extremement faible et pratique- 
ment negligeable ; c’est une eventualite qui ne se 
produira pas en moyenne une fois pendant des mil- 
liards de milliards de siecles si chaque habitant 
de la terre faisait des milliards d’experiences par 
secondeb On trouvera la meme probabilite pour 
que, sur cent millions de parties, le rapport 
entre le nombre des parties gagnees ou perdues 
et le nombre total soit superieur au quotient de 
50.070.000 par cent millions, c’est-a-dire a 
0,5007. Si le nombre des parties etait 10 milliards, 
Tunite decimale d’ecart serait 100.000 et le rap- 
port dont la probabilite serait toujours la meme 
0,50007. On voit que Ton peut parier avec d’au- 


I. On <?st souvent amene a faire des comparaisons de ce genre 
pour rendre sensible a rimagination I’extrj^me petitesse des nombres 
tels que lo — indiquons brievement les calculs qui justijS.ent de 
telles comparaisons. Le nombre des habitants de la terre est inf^rieur 
a 10 milliards, c’est-a-dire ^ lo*®; il y a dans la journee moins de 
100 000 secondes, c’est-a-dire moins de lo® ; en un siecle, il y a 
moins de lo® jours. Si done, pendant un milliard de milliards de 
siecles, soit lo** siecles, chaque habitant du globe faisait dix mil- 
liards d’experiences par seconde, soit lo*®, le nombre total de ces 
experiences serait inferieur k 

10*® X 10® X 10* X 10 ** X 10 *® s= 10 **. 


Dans le cas ou la probabilite pour qu’une experience particuli^re 
conduise k un certain resultat est 10 — ^ 9 , la probabilite pour que ce 
rdsultat soit obtenu une fois par Tehsemble de ces innombrables 

experiences sera a peu pres (rigourtusement, c’est I’esperance 

mathematique que Ton obtient ainsi, car il faudrait tenir compte 
des cas ou Texperience reussit plus d’une fois j I’erreur est ici assez 
faible pour ^tre negligee). 
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tant plus de certitude que ce rapport differe tres 
peu de 0,5, que le nombre des parties est plus 
grand. C'est la loi des grands nombres. Elle n’ex- 
prime pas autre chose qu’une propriete des com- 
binaisons : lorsque le nombre des lettres P et F 
devient tres grand, le nombre des combinaisons 
dans lesquelles ces lettres figurent a peu pres 
aussi souvent Tune que Tautre croit prodigieu- 
sement plus vite que le nombre des combinai- 
sons dans lesquelles elles figurent de maniere 
inegale. 

Nous verrons au chapitre IV, consacre auxpro- 
babilites des causes, comment la loi de Bernoulli, 
obtenue a partir de la notion de probabilite ele- 
mentaire, pent servir k son tour a eclaircir et a 
preciser cette notion. 

17. — J’ai dejk indiqu6‘pour quelles raisons il 
ne me parait pas inutile de faire accepter par le 
plus possible d’esprits cultives certaines conclu- 
sions de la theorie des probabilites, sur les- 
quelles tons les mathematiciens sont d’accord. 
Mais cela n"est pas toujours aise et je dois recon- 
naitre que M. Le Dantec, en particulier, parait se 
faire un point d’honneur de penser sur ces ques- 
tions autrement que les mathematiciens ; il re- 
vient, dans un livre qu"il vientde publier, et qui est 
fort suggestif comme tout ce qu’il public^, sur 
une discussion que nous avons eue il y a quelques 
annees et j’ai le regret de constater que mes ar- 
guments n’ont pas modifie ses conceptions. Je 

t. La fin de ce chapitre est la reproduction d’un article paru dans 
la JRevue du Mots du 10 juillet 1911 (t. XII, p. 77), sous le titre : 
Les Probahilitis et M. Le Dantec. 

%. Le Chaos et VHarmonxe umverselle (Paris, F. Alcan, 1911), 

^ 
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\’'Oudrais essayer de les presenter avec plus de 
clarte : s’iis ne convainquent pas M. Le Dantec, 
peut-etre interesseront-ils quelque autre lecteur. 

Je dois commencer par avouer qu'ii est un 
point sur lequel M. Le Dantec est inattaquable : 
c'est lorsqu’il declare preferer tel langage a tel 
autre. II est parfaitement legitime, du moment 
que Ton previent ses lecteurs, de dire pessurku 
an lieu de probabilite et assurbe au lieu d’espe- 
rance matbematique ; le jour ou tout le monde 
aurait adopte ces conventions, ce serait aussi 
clair. 

Je comprends moins lorsque M. Le Dantec de- 
clare que les mots : probabilite d\in coup isole 
n’ont aucun sens. Si ces mots clioquent M. Le 
Dantec, je veux bien les remplacer par une 
expression plus courte et dire, par exemple « la 
fraction » : c’est un nombre infer! eur a Tunite 
que les matbematiciens savent calculer d'une 
maniere precise lorsqu'on leur fait connaitre les 
regies d’un jeu. Et si Ton donne le cboix pour une 
partie isolee, entre deux jeux pour lesquels les 
fractions sont differentes, tout bomme de bon 
sens et renseigne cboisira le jeu pour lequel la 
fraction est la plus grande^. Ilpourra, d’ailleurs, 


I. Je suppose, bien entendu, que Ton est oblige de Jouer Tune 
des parties et une seule et que Ton tient a gagner. II est facile de 
construire des hypotheses oil M. Le Dantec lui-meme choisirait en 
tenant compte de la fraction ; je lui ai signale un de ces cas dans 
une lettre particuli^re et il ea a convenu. M. Frechet, de son c6te, 
M’a 4crit spontan^ment pour me communiquer un exemple de meme 
nature. 

J’avoue d’ailleurs que je m'explique mal Tinterdt de la remarqu® 
de Le Dantec, que le plus souvent les gros lots sont gagnds par 
des porteurs d’un seul billet. Si la remarque est exacte, cUc prouve 
seulement que les porteurs d’un seul billet ont, dans leur ensemble, 
la majority des billets. 
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apres Tevenement, regretter ce choix, mais ce 
regret ne Tempechera pas d'agir suivant la meme 
regie si I’occasionserepr^sente. Telle estlavaleur 
pratique universelle de la fraction^ et cela suf- 
fit a condamner Topinion que c’est un nombre 
vide de sens. A cote de cette valeur universelle, 
la fraction pent avoir pour tout homme qui 
n’est pas absolument hostile au jeu, une utilite 
bien plus large. Par exemple, peu de gens hesi- 
teraient k depenser un franc pour acquerir un 
billet unique d'une loterie de mille billets, pour- 
vue d’un gros lot d'un million b Mais nous som- 
mes ici en dehors des math6matiques, car la psy- 
chologic de Tacheteur intervient, ainsi qu’une 
foule de conditions connues de lui seul. Si Ton 
propose de jouer en une seule partie de pile ou 
face, cent mille francs centre un million, Toifre a 
beau etre th^oriquement avantageuse, aucun 
mathematicien ne pretendra demontrer quhl faut 
Taccepter, et je connais beaucoup de mathema- 
ticiens qui la refuseront, pour d’excellentes rai- 
sons. 

1 8 . — Mais le desaccord le plus grave entre 
M. Le Dantec et moi ^ est relatif a la succession 
d’un nombre indefini de parties de pile ou face ; 
je vQudrais y insister un peu car M. Le Dantec 
me parait faire ici une veritable erreur mathe- 
matique, et des lors, je ne desespfere pas de le 
convaincre ; la question est d’ailleurs assez d61i- 

1. Bien entendn, si Ton a le choix, on prdferera acheter les mille 
billets ; nous supposons qu*un seul est k vendre. 

a. On ifexcusera, je pense, ce langage personnel qui est plus bref 
et, a tout |)rendre^ plus modeste que celui par lequel je rappellerais 
a chaque instant que les idees qui sent les miennes appartiendraient 
aussi k tout mathematicien qui aurait rdflichi k ces questions. 
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cate, et insuffisamment connue ; aussi n’est-il 
peut-etre pas inutile d'entrer dans quelques de- 
tails. 

Pour poser nettement la question, je demande 
la permission de reproduire le passage de mon 
livre qui a ete I’origine de cette polemique ^ 

Remarques sur quelques paradoxes. — Nous pourriorss 
bomer 14 Fexposd des principes essentials de ia theorie du 
jeu de pile ou face ; ces principes etant bien etablis, les 
consequences que nous en deduirons par des raisonnements 
purement logique? sont rigoureusement d^montrees, et par 
suite toute assertion contraire a ces consequences devra 
etre regardee comme inexacte, sans qu’il soit ndcessaire 
d’examiner les arguments sur lesquels on pretend la baser. 
Cette maniere de proceder est la plus conforme a Tesprit 
mathematique ; il me parait cependant preferable de ne 
pas m’y tenir, car tout ie monde n'a pas I'esprit mathema- 
tique et, en ce qui concerne les questions de probabilite, 
beaucoup d’esprits, excellents par ailleurs, ont une certaine 
mefiance des raisonnements logiques et sont disposes a 
leur preferer des raisons de sentiment. J’ai eu recemment 
Toccasion de constater cette tendance chez un des esprits 
les plus distingu^s de notre temps, bien connu par ses 
publications scientifiques et philosophiques, et dont I’^du- 
cation mathematique a ete tres serieuse. II m’a des lors 
semble qu’il valait mieux ne pas traitor ces tendances par 
le pur dedain que serait en droit de leur opposer un math6- 
maticien qui jugerait entierement superflu de convaincre, 
du moment que ses raisonnements sont irreprochables. II 
y a, en effet, a mon avis, un tres grand interet scientifique 
et social a ce que les principes fondamentaux du calcul des 
probabilites soient admis sans restriction par le plus de 
personnes possible; si done quelques arguments peuvent 
amener ce resultat, il vaut la peine d’y consacrer quelques 
lignes bien que, au point de vue mathematique absolu, ils 
soient inutiles . 

L’une des principales sources de ces raisonnements para- 
doxaux sur lesquels nous aurons a reyenir est la suivante : 

I. Elements de la Theorie des prolahilites (premiere edition, 
Hermann, 1909; deuxieme edition, Hermann, 1910), p. 18. 
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on consider e un evenement futur comme realise^ sous pre~ 
tcxie que V experience a prouve quHl est extremement pro- 
bable. On commet ainsi une erreur, sans doute trhs petite, 
mais Faccumulation repet^e de telles erreurs sufiB.t pour 
conduire ^ des consequences entierement inexactes. Nous 
etudierons plus loin le mdcanisme mathematique de cette 
accumulation d’ erreurs ; pour Tinstant, nous nous contente- 
rons de montrer par Tabsurde le defaut de ce genre de 
raisonnements. 

Supposons que Ton joue un tr^s grand nombre de parties 
successives ^ pile ou face et que Ton note tous les rdsul- 
tats; on saura d chaque instant quel est le gain ou la 
perte d’un joueur qui aurait toujours parie pour pile, Ten- 
jeu etant toujours le meme ^ chaque partie. Si Ton fait 
effectivement ^experience, on constate aisement qu’au 
bout d’un certain nombre de parties, souvent petit, depas- 
sant rarement loo et presque jamais i.ooo, le gain et la 
perte se trouvent reduits d zero ; lorsqu’on en est arrive Id, 
il y a une chance sur deux pour que la partie suivante amene 
un gain; s’il en est ainsi, nous dirons que Tensemble des 
parties joudes constitue une bonne serie; sinon, nous con- 
tinuerons le jeu jusqu’d un nouveau retour a zdro et il y“ 
aura de nouveau une chance sur deux pour que la partie 
suivante soit gagnde; s’il en est ainsi, nous aurons une 
bonne sdrie; sinon nous continuerons encore le jeu et nous 
finirons bien par arriver d obtenir une bonne serie puisque 
nous avons une chance sur deux d’y parvenir chaque fois 
que nous revenons au zero. Pratiquement, Fexpdrience 
montrera d celui des lecteurs qui voudra la tenter que Ton 
obtient gdndralement une bonne sdrie apr^s un petit nombre 
de coups et que Ton y parvient surement ^ pourvu que Ton 
ait la patience de jouer, s’il est necessaire, quelques milliers 
de coups. 

Ceci etant admis, Paul joue avec Pierre d pile ou face et 
est decidd d prolonger le jeu jusqu’d ce qu’il ait realisd 
une bonne sdrie^; il realise ainsi un gain dgal d la mise. 11 

I. Je souligne ce mot, car c*est par lui que s’introduit I’erreur de 
raisotmement ; il faudrait dire presque sUrement, c'esM-dire que la 
probabiliti pour nc pas r^ussir est extremement faible (voir au i8 
du livre citd un calcul detailld). 

s. Si la premiere partie est gagnde, elle constitue k elle seule une 
bonne s^rie. 
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cesse, aiors le jeu qull reprend le iendemain contre Jean; il 
le prolonge de meme jusqu’a ce qu'il ait realise une bonne 
serie: il pent ainsi continuer tons ies jours et gagner regu- 
lierement une soname egale a la mise. Si nous supposons 
maintenant que Paul joue toujours contre le meme adver- 
saire Pierre une suite indefinie de parties, Paul peut, sans 
attendre au Iendemain. considerer son jeu comme inter- 
rompu apres chaque bonne serie et recommencer 4 noter 
d ce moment-id; comme rien ne distingue un instant d’un 
autre et que Ton peut toujours supposer que le jeu com- 
mence a un instant quelconque, Paul realisera ainsi un 
nombre illimite de bonnes series successives et par suite, 
un gain illimitd (ou, du moins, qui ne sera limite que par 
la lenteur du jeu et la duree de la vie humaine). Mais, sur 
la m^me succession de parties, Pierre peut faire le meme 
raisonnement; son gain est done aussi illimite, a condition 
que Ton puisse jouer assez longtemps; telle est la conse- 
quence absurde a laquelle on aboutit : chacun des joueurs 
realise un gain qui croit proportionnellement au temps ^ 
Nous nous contenterons pour I’instant, d’avoir mis en 
garde le lecteur contre les inconvdnients de certains modes 
de raisonnement; nous etudierons d’une maniere plus 
approfondie cette question lorsque nous aurons acquis les 
principes ndcessaires, 

19. — Void maintenant, si je ne me trompe, 
Tessentiel de Tobjection de M. Le Dantec^ : 

Et I’auteur conclut : < Telle est la consequence absurde 
d laquelle on aboutit : chacun des joueurs realise un gain 
qui croit proportionnellement au temps. > Une note montre 
que I’auteur attribue cette absurdite a ce que Ton a consi- 
dere comme sur, pratiquement, d’arriver a un moment oii 
un joueur donne gagne un sou, tandis que ce n'est que 
presque $ilr. Or ce n’est pas du tout la quest Terre ur; 

I. Dans la detixieme Edition (voir ses errata), j'ai, hi la suite d’une 
correspondance avec M. Le Dantec, ajoute ici une phrase explicative 
qui, sans etre indispensable, m’a paru rendre la pensee plus claire. 
« Ceci contredit absolumenl Thypoth^se initiale d'apres laquelle 
quelques milliers de coups suffiraient surement pour retablii Tequi- 
libre entre les deux joueurs. » 

a. Lae, dt.y pp. 160-161. 
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tZe est. a iron a\ns. dans le raisonnement meme de Borel- 
vo'us voolez vous reporter aux raisonnements de sens 
Jr .-.t '’a: acc:.*:nDagne, dans ie present chapitre. la 
1 r,r-r:i:.ve r’acee* quelques pages plus haut, vous 

tien cu'il V a, en eriet, des moments ou, au bout 
d‘::n ossez or;.r.i nombre de coups, Pierre gagne n'importe 
c »n:b:en et i ja:rfs n:ome?iis oil Paul gagne aussi n'im- 
O'-cte combien. Mais ce ne sont pas les memes moments. Si 
:* r. arrete le jeu quand Pierre gagne n sous, Paul ies perd 
au ir.eme moment: ceia est de toute evidence, et il est 
neanmoins pratiquement certain que, de loin en loin, la 
courbe coupera i'axe des a;, ce qui fait que, de temps en 
temps. les gains et les pertes s'equilibreront; mais entre 
les noints ou elle coupe I'axe des x, la courbe passe a cer- 
tains moments par des maxima (gains de Pierre) et k 
d'anires mo77ienis par des minima (gains de Paul;. J’ai fait 
remarquer cela a Borel; nous avons meme eu a ce sujet 
une longue correspon dance de laquelle est resulte un erra- 
tum. ajuute a la deuxieme edition de la Theorie des pro- 
babilites p. vn ; or cet erratum prouve simplement que 
r auteur a persiste dans sa maniere de voir, et qu’il attribue 
Terreur cachee sous un pretendu paradoxe a ce que Ton 
considtre comme sur un equilibre a venir qui n’est que 
probable. 

Enfin, void les c< raisonnements de sens com- 
mun » auxquels M. Le Dantec fait allusion dans 
le passage precedent : 

Convenons de representer grapbiquement, sur un papier 
quadrille, I’etat relatif des nombres de coups pile et de 
coups face au cours d’une longue serie de coups. Nous 
prendruns comme axe des x un trait horizontal du qua- 
drillage. et nous y porterons les nombres de coups. Mar- 
quons le z^ro sur Taxe des x; ce sera le point de depart du 
jeu. Le premier coup amene pile; je le porte, sur Tordon- 
nee i en ^3 * le second coup amene encore pile ; je le porte 
sur Fordoiinde 2 en Le troisi^me amene face, je descends 
d’un Echelon a partir de b et le porte en c sur I’ordonnde 3, 
et ainsi de suite. J'ai ainsi ddfini une courbe dont Tordonnde 
correspondant k Tabscisse n representera Lexers du nombre 
de coups pile sur ie nombre de coups face au bout de 
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n coups. Nous savons d’avance quelie sera Tallure gen^- 
rale de la courbe. Ce sera une courbe sinueuse qui coupera 
*de temps en temps I'axe des mais sans qu’il y ait aucune 
regularite dans la distribution des points oii elle le coupe. 
Nous pouvons prevoir quelques-unes des particularites de 
la courbe, en nous basant uniquement sur ce fait, que nous 
sommes certains que le jeu n’obeit a aucune loi. 

La plus importante, et qui contient en realite toutes les 
autres, est la suivante : Etant donne A Favance un nombre 
N aussi grand qu’on le voudra, on doit prdvoir qu’il arri- 
vera un moment ou Tordonn^e 
de la courbe sera dgale A N, 

En d’autres termes, il n’y a 
pas de limites A T^cart qui 
se manifestera au cours d’un 
nombre tr6s grand de parties 
entre le nombre des pile et le 
nombre des face. 

Cela d^coule immediate - 
snent de la certitude dans 
laquelle nous nous trouvons 
relativement au fait que les coups jou6s n’influent 

aucunement sur les coups A venir. Apres deux coups, 
quand nous sommes au point h, nous pouvons prendre h 
comme origine et hx' comme axe de x. Alors Failure de la 
courbe A partir de h devra etre la m^me qulA par Lx tie o ; 
or Fecart A obtenir ddsormais est devenu (N — 2). Si A 
partir de b la courbe restait toujours au-dessous de Faxe bx’ 
cela constituerait une loi; done il y aura un moment ou 
elle passera au-dessus et ou Fdcart A obtenir ne sera plus 
que (N — 3) ; nous reprendrons lA une nouvelle origine, et 
avec les memes raisonnements nous verrons que s’impose 
la ndeessit^ d’arriver A un moment - li Fdcart A obtenir ne 
sera plus que (N — N), c’est-d,-dire oa Fdcart effectif obtenu 
A partir de 0 est N. Le thdordme est ddmontrd. 

Il est dvidemment vrai pour Fdcart entre le nombre des 
face et le nombre des pile, comme pour Fdcart entre le 
nombre des pile et le nombre des face. C’est-d-dire que la 
courbe sinueuse partie de o aura des ordermdes ndgatives 
qui ne le cederont en rien A ses ordonndes i ositives. 

Une consdquence de ce thdordme est que, si loin de Faxe 
des X que nous nous trouvions A un moment donnd, nous 
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derons toujours nous attendre a y revenir au bout d’un 
nombre suffisant de parties ; en d'autres termes, il n’y a 
pas de moment a partir duquel la courbe ne coupera plus 
Faxe des x. Soft en effet N I’ecart actuel : je ie suppose 
positif. En prenant ce point de la courbe comme origine, 
nous sommes certains d’arriYer un jour ou I’autre a I’ecart 
( — N), c’est-^-dire a Faxe primitivement choisi comme axe 
des X. 

Tout ceci est necessaire parce que nous avons admis en 
commengant que le phdnomene etudi^ ne saurait ^tre sou- 
mis a aucune loi. 

Une consequence ^vidente de ces remarques est que, 
pour un nombre de coups tres grand, le rapport de I’ecart 
au nombre des parties joudes sera toujours tres petit, 
quelle que soit d’ailleurs la valeur absolue de l ecart. En 
eiffet, puisque la serie des zeros de notre courbe est illi- 
mit^e, nous pourrons toujours jouer un nombre de coups 
assez grand pour que le nombre qui aboutit au dernier 
zdro avant le commencement de Fare de courbe conduisant 
a Fdcart, soit aussi grand que nous le voudrons. Or, 
partir de zdro, Fecart dans les conditions les plus favo- 
rables, ne peut s’obtenir qu au bout d’un nombre de coups 
au moins egal a n. Le nombre de coups conduisant a 
Fdcart de n sera done superieur ou egal a et le 

rapport de Fecart au nombre des coups sera inf^rieur a 

rapport que Fon pourra toujours rendre aussi 

petit qu’on le voudra en donnant d une valeur assez 
grande 

Le fait qu’aucune loi n’existe en faveur des coups pile 
par exemple, n^cessite les rencontres successives de la 
courbe avec Faxe ox. Si la courbe, au lieu de prendre une 
allure vaguement sym^trique par rapport a Faxe ox^ pre- 
nait cette allure par rapport d un autre axe ov, faisant avec 
ox un angle a, aussi petit qu’on le voudra, il y aurait une 
loi en faveur des coups pile, ce qui est impossible, Fangle 
ne peut ^tre que nui. 

Void des consequences que des raisonnements de sens 

I. Ce raisonnement « de sens commun » est incomplet, car il 
n'est pas du tout certain que Ficart n ne se produise pas avant 
coups. M. Le Dantec ne peut pas, malgre tout son talent, remplacer 
par des raisonnements vague s un calcul precis. 



LES LOTS DU JEU BE PILE OU FACE 


commun nous font tirer de la n^cessit6 ou nous sommes 
d’affirmer que le jeu de pile ou face n’obeit ^ aucune loi. 
La loi des grands nombres, c’est-a-dire la nullite de Tangle 
de notre figure, n'est done que la transformation verbale 
de Taffirmation de Tabsence de toute loi. Et le fait que des 
penseurs en ont conclu d Texistence d’une loi du hasard 
me rappelle cette plaisanterie d’une vieille operette dans 
laqueile le chef des conjures s’ecrie, ne voyant pas appa- 
raitre a Theure fixde le fanion attendu : 

« L’ absence de signaux serait-elle un signal? > 

En realite, il faut bien avouer que nous ne sommes pas 
trfes satisfaits de notre raisonnement par Tabsurde. Si la 
loi des grands nombres ne se verifiait pas au bout d’un 
nombre tr6s grand de coups, nous en tirerions la demons- 
tration d’une loi en faveur de pile ou de face, ce qui serait 
contraire d notre hypoth^se; e’est bien Id le raisonnement 
par Tabsurde; ici comme partout ou nous sommes r^duits 
d T employer a defaut d'un raisonnement positif, ce mode 
de demonstration nous d^plait. Nous pensons instinctive- 
ment d Tdne de Buridan. En realite, notre raisonnement 
implique un postulat ; nous savons bien qu’il ne saurait y 
avoir aucune loi dans le jeu de pile ou face, mais notre jeu 
sera-^t-il asst\ precis, ass,e\ souple pour nous demontrer, 
par luUmeme, au tout d*un grand nombre de coups ^ cette 
absence remar quable de toute loi ? Nous n’oserions pas 
TafSrmer a priori. Nous n’oserions pas enoncer la loi des 
grands nombres si nous ne Tavions vdrifiee experimentale- 
ment un grand nombre de fois pour chaque jeu de hasard. 
Nos raisonnements a priori ne valent que par une demons- 
tration a posteriori. Et d’ailleurs, notre loi des grands nora- 
bres n’a pas le caractere de quelque chose d’in^vitable ; ce 
n’est pas une loi en effet, puisque ce n’est que le rdsultat 
de Tabsence de toute loi. Si nous constations experimen- 
talement un cas dans lequel, au bout d’un tr^s grand 
nombre de coups, il y aurait toujours eu deux fois plus de 
coups pile que de coups face, nous n’aurions pas le droit 
de nous insurger; nous rechercherions d’abord s’il n’y a 
pas une erreur systematique dans le jeu; supposons qu’il 
n’y en ait pas ; nous devrions en conclure qu’il n’y a pas 
de loi en faveur des coups pile, mais que notre jeu n’a pas, 
dans le cas consider^, rdussi i mettre en evidence cette 
absence de loi. Je ne sache pas que cela soit arrive jamais, 
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mais cela n’est pas impossible. Et cependant le theoreme 
de Bernoulli donne une demonstration a priori de la loi 
des grands nombres ! Cette loi serait done vraiment une loi. 

20. — J'ai tenu a citer textuellement ces rai- 
sonnements parce qu’ils sont un exemple aussi 
frappant que possible du fait que, des que les 
problemes de probabilites deviennent tant soit 
peu complexes, le bon sens, meme servi par une 
intelligence claire et profonde, ne peut se passer 
de Taide du calcul : il conduit tout au plus a des 
resultats non inexacts, mais incomplets et flous. 
Si M. Le Dantec avait examine avec soin et re- 
pris personnellement les calculs auxquels je ren- 
voie dans le passage cite plus haut (renvoi au n° 1 8 
du livre cite), il est certain qu’il se serait rendu un 
compte plus precis de la marcbe generale d’une 
tres longue partie de pile ou face. Je ne reprodui- 
rai pas ici ces calculs, preferant montrer com- 
ment on peut arriver a des resultats equivalents 
par une voie diflferente et peut-etre plus intuitive. 

Je rappellerai ce resultat bien connu que 
Tecart moyen a prevoir, au bout d’un certain 
nombre de parties de pile ou face, est grossiere- 
ment egal a la racine carree de ce nombre de 
parties. Par exemple, au bout d'un million de 
parties, un ecart de mille en plus ou en moins 
pour Tun des joueurs n"est pas exceptionnel. Pla- 
gons-nous dans Vbypotbese oil cet ecart moyen 
est precisement realise et demandons-^noits 
quelle est la probabilite pour que V ecart soit 
toujours reste de meme sens pendant le miU 
lion de parties Ce probleme est precisement 

I. Pour trailer cette question d’une maniere rigoureuse et tout \ 
fait generale, il faudrait envisager successivement toutes les hypo- 
tkilses possibles apres un million de parties (ecart egal k z6to, k 

0 4 ^ € 



LES LOIS DU JEU DE PILE OU FACE 


celui que M. Desire Andre a etudie sons le 
nom de probleme dti scrutin et dont la solution 
est bien connue. Dans un scrutin uninominal , deux 
candidats K. et B sont en presence; le premier A 
a m voix et le second B en a m -f- n ; quelle est 
la probabilite pour que B conserve la majorite 
pendant toute la duree du depouillement ? La re- 
ponse est que la probabilite est egale au quotient 
de la majorite de B, c’est-a-dire de n par le to- 
tal du nombre des bulletins, c’est-a-dire par 2 m 
-f- n. Si dans une partie de pile on face, on salt 
seulement qu’au bout d’un million de parties, B 
a gagne i. 000 parties de plus que A, on pent dire 
qu’il y a une chance sur i.ooo pour que B ait 
tou jours eu Tavantage. 

D'Une maniere plus generale, le quotient d’un 
nombre par sa racine carree, etant evidemment 
egal a cette racine carree, la probabilite pour que 
Tun des joueurs conserve Tavantage pendant un 
grand nombre de parties est sensiblement egale 
a I’inverse de la racine carree de ce nombre de 
parties b 

En d’autres termes, si Ton envisage 100 mil- 
lions de parties consecutives de pile ou face, il y 
a, en grds, une chance sur 10.000, pour que Tun 

k 3, etc.) avec leurs probabilitis respectives, faire pour chacune 
d’elles le calcul que nous faisons dans le cas de I’ecart moyen, et 
sommer les resultats obtenus ; ce calcul conduit k une integration 
facile, dont le resultat est le meme que celui du raisonnement 
abrege, a un facteur nunierique pres, voisin de Tunite et sans 
influence sur nos conclusions, 

I, Comme il a ete dit dans la note precedente, ce resultat n’est 
exact qu'a un facteur numerique pres, assez de Tunite pour 

ne jouer aucun role dans la suite. Il faudrait diviser la probabilite 
par 2 si Ton fixait d’avance celui des deux joueurs qui doit con- 
server Tavantage ; nous supposons ici qu'il nous est indifferent que 
ce soit Tun ou T autre, pourvu que ce soit tou jours le m^me. 
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des joueurs ne cesse pas de Temporter, pour que 
la courbe de M. Le Dantecne coupe pas Taxe des 
C5C. Supposons que les 2 millions d’habitants 
adultes de Paris, s’etant groupes deux par deux 
commencent demain matin a jouer a pile ou face 
en conservant chacun le meme partenaire et en 
convenant de cesser le jeu lorsquils seront 
« quitte ». En allant tres vite, chaque couple de 
joueurs pourra peut-etre jouer une partie par se~ 
conde, soit a peu pres 10 millions de parties par 
an, avec la journee de huit beures. Eh bien, on 
doit prevoir qu’au bout de dix ans, il y aura en- 
core une centaine de couples qui n’auront pas 
termine, et qu’au bout de mille ans, si les 
joueurs ont confie leurs parties a leurs heritiers, 
une dizaine de parties continueront encore, Tun 
des deux partenaires ayant toujours ete en defi- 
cit. On voit que nous sommes loin de la certitude 
pratique que Tequilibre se retablit forcement : 
pour les joueurs qui sont morts a la peine, en 
courant apres leur argent, tout s’est, au contraire, 
pratiquement passe comme si I’equilibre n'eut 
jamais du se retablir^. 

Je crois que ce resultat pourrait etre utilement 
medite par les inventeurs de martingales : c'est, 
au fond, la croyance plus ou moins confuse a la 
certitude de Tequilibre qui est la source d© leurs 
erreurs. Or, si Ton considere des tables de rou- 
lette oil le ^ero serait supprime, le jeu de 
rouge ounoir (ou toute autre combinaison simple) 
est Equivalent au jeu de pile ou face. On peut 

I. Neanmoins, il reste legitime de dire que le retablissement de 
Tequilibre est certaiuy si les joueurs ont assez de patience, car ^ 
mesure que les parties deviennent plus nombreuses, la probabilitl 
pour qu'il n^ ait pas dquilibre tend vers zero. 
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considerer que cliaque coup marque, pour le 
joueur qui arrive a cet instant, Torigine d une 
partie nouvelle, de sorte que, dans une maison 
de jeu bien achalandee, possedant plusieurs rou- 
lettes, le nombre des origines est de plusieurs 
centaines de mille par an. Les diverses parties 
que Ton pent ainsi considerer isolement ne sont 
pas distinctes, puisqu'elles se superposent ; il est 
aise de se rendre compte que ce defaut d’inde- 
pendance ne modifie que partiellement les 
conclusions tirees des parties de pile ou face 
independantes que nous imaginions tout a 
Theure^ ; ii est certain que, si Ton considerait 
le tableau complet des resultats effective ment 
constates Tannee derniere, on constaterait qu’il 
y a eu, dans le courant de Tannee, certains 
instants, tres rares et tres brefs, tels que le 
joueur entrant a ce moment-la dans la salle de 
jeu et jouant sans interruption toujours le meme 
jeu (rouge, par exemple) a la meme table, n’au- 
rait pas cesse, pendant toute I’annee, d’etre en 
perte ; il n’aurait evidemment pas cesse d’etre en 
gain s’il avait joue constamment le jeu contraire 
(noire ) ; nous supposons, bien entendu, que le 
^ero est considere comme inexistant, c’est-a-dire 
que les coups ou il sort n’entrainent ni gain ni 
perte : nul n’ignore que la presence du zero est 
indispensable aux benefices du tenancier, seule 
raison d’etre des maisons dejeu. 

21. — Mais il est temps de revenir au point 
precis sur lequel porte Targumentation de M. Le 


I. On pourrait d’aiUeurs traiter le cas des parties non. indepen- 
dantes par nn raisonnement plus bref, on interviendraient les maximA 
maximorum et les minima minimorum de la courbe. 
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Dantec; les considerations precedentes c{ 
buent, je crois, a eclaircir la question aux 
du sens commun, en fournissant a ce sens 
mun une notion plus nette de Failure gen 
du jeu, mais elles n’atteignent pas le fond r 
du debat. II s'agit de savoir si la conclusi 
laquelle conduisent certains raisonnement! 
proximatifs, a savoir que chaque joueur n 
un gain qui croit proportionnellemen 
temps, est absurde ou non. 

M. Le Dantec croit devoir faire observe 
Paul et Pierre ne sont pas tons deux gagnaii 
meme moment ; je n’ose cependant croire qu 
opinion sur Tabsence de sens commun che 
matbematiciens va jusqu’a lui faire suppose 
je n'ai pas eu Tidee qu’ils pourraieiit sans a 
dite etre gagnants tous les deux, tour a to 
des moments differents : un mathematicie] 
serait assez absorbe dans ses calculs pour n 
penser a une telle circonstance simple merii 
une place d’honneur dans le Pantheon de 
vants distraits. Ce qui est absurde, ce n’es 
que Pierre et Paul realisent tous deux un 
a des moments diflF^rents, c’est que cegain ci 
proportionnellement au temps. M. Le D 
trouvera les calculs et les chiffres precis au 
de mon livre auquel renvoie le passage cit^ 
haut; je les resume ici : en un millier de p: 
de pile ou face, on pent esperer raisonnable 
que Tequilibre entre les deux joueurs se reti 
une vingtaine de fois ; comme, chaque foi 
Tequilibre se retablit, chaque joueur a 
chance sur deux de gagner la partie sui\ 
Chacun d'eux peut, en raisonnant comme 
haut, esperer se retirer apres un gain d’en 
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lo francs, si I'enjeuestde i franc. Ces esperances 
ne sent pas contradictoires : en fait, c'est celni 
qui se sera reserve le droit de cesser le jeii au 
moment oil il lui convient qui sera le gagnant. Si 
cette esperance, au lieu d'etre presque toiijours 
realisee, etait toiijours realisee, le gain de 

10 francs apres i.ooo parties deviendrait un gain 
de 10.000 francs apres un million de parties, 
de lo millions apres un milliard de parties. Or, 
ceci est absurde^ pour bien des raisons, dont 
voici peut-etre les deux les plus convaincantes : 
Un 6 cart de lo millions sur un milliard de parties 
est infiniment peu vraisemblable d'apres la loi 
des grands nombres, il est done absurde de le 
supposer certain. De plus, si I’ecart de lo mil- 
lions se produit successivement en favour des 
deuxjoueurs, il faut evidemment qu'il soit jdiie 
au moins lo millions de parties entre le moment 

011 Paul gagne lo millions et celqi ou Tequilibre 
se retablit^ ; par suite, il existe deux intersections 
successives de la courbe avec Taxe des x qui sont 
separees par au moins 20 millions de parties ; 
ceci contredit absDlumefit Tiiypothese d^apres la* 
quelle Tequilibre se r^tablirait sHrefn^nt au bout 
de quelques milliers de coups* 

On voit que Tallure de la courbe construite par 
M. Le Dantec est plus complexe qu'il ne semble 
rimaginer; les longues series de coups avanta- 
geuses dans leur ensemble a Tun des joueurs 
sont assez peu probables; mais, lorsque le jeu 
dure assez longtemps, elles finissent tout de 

I. Cette remarque de sens commun a 4te faite par M. le Dantec, 
dans le passage citd plus haut : c’est un des cas qui sont assei 
simples potir que le sens commun puisse se passer de I’aide du 
calcul. 
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meme par se produire, et ellespeuvent alors empe- 
Cher Fequilibre de se produire pendant tres long- 
temps; par suite, la courbe commencera genera- 
lement par decrire de legeres sinuosites autour de 
Taxe des x\ puis, il arrivera qu’elle s’en ecai'- 
tera asseznotablement, et elle sera alors sinueuse, 
pendant quelque temps, non pas autour d’une 
droite inclinee (M. Le Dantec explique fort bien 
pourquoi ce serait absurde), mais autour d'une 
parallele a Taxe des cjc; et cela, jusqu’a ce qu’il 
se produise de nouveau un ecart assez grand qui 
pourra, soit la ramener vers ox, soit Ten ecarter 
encore da vantage b Ces indications sont gros- 
sieres, mais il est difficile de les preciser, car il 
n*y a pas de lot; la seule affirmation un peu 
g^nerale qu’on puisse enoncer, c’est que tout 
point de la courbe pent 6tre pris comme origine 
et que, par suite, tout ce que Ton peut dire de 
Tallure par rapport a ox peut etre dit aussi de Fai- 
lure par rapport a une parallele quelconque a ox 
que la courbe aura coupee une fois ; au bout d’un 
temps assez long, toute parallele a ox sera cou- 
pee une fois on ne peut done rien dire sur ox 
qui ne pourrait etre dit d’une autre parallele quel- 
conque a ox^ du moment que Ton etudie le jeu 
pendant assez longtemps; e’est seulement pen- 


I. M. Le Dantec remarque bien ce r61e des parall^les i Taxe des «, 
mais ne tire pas de cette remarque toutes les consequences qu’elle 
comporte, sinon, il aurait observe que, toutes les paralleles ^ Taxe 
des * jouant le m^me r61e, si I’axe des % est coupe par la courbe 
zitrement 4 des intervalles assez frequents, il doit en ^tre de m6me 
de toutes les autres paralleles, ce qui est dvidemment absurde. 

a. Plus generalement, si Ton suppose le jeu prolonge indefiniment 
dans les deux sens, toute parallele 4 ox est coupee un nombre de 
fois proportionnel 4 la racine carrde de I’intervalle de temps consi- 
ddrl, du moment que cet intervalle est assez grand. 
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dant les queiques instants qui suivent I’instant 
actuel que Ton pent tirer quelque conclusion par- 
ticuliere a ox' du fait que c’est Vorigine a Vifi” 
stant actuel. Ces remarques s'appliquent a 
toutes les questions de probabilites ; elles ne 
sont pas, je crois, sans relation avec ce que les 
physiciens modernes appellent le principe de 
relativite. 

22 . — Ce n’est pas seulement sur ce point par- 
ticulier que M. Le Dantec prend a parti les mathe- 
maticiens ; il insiste beaucoup, a di verses reprises, 
sur Timpossibilite d’arriver par un raisonnement 
abstrait a la connaissance d^'une loi naturelle. Je 
crois que les matbematiciens sont tons d’accord 
avec M. Le Dantec sur ce point ; ils ont parfois 
meme pousse trop loin la defiance vis-a-vis des 
consequences que Ton peut tirer du calcul; c’est 
ainsi que Joseph Bertrand, en critiquant Maxwe’3. 
est alle jusqu’a nier la possibilite de la theorie 
cinetique, dont les promoteurs ont depuis, a 
I’exemple du Grec, prouve le mouvement en 
marcbant et en faisant meme un assez beau cbe- 
min. Les mathematiciens, n’en deplaise a M. Le 
Dantec, distinguent en general fort bien, dans 
leurs ecrits, ce qui est deduction pure de ce qui 
est raison de sentiment et opinion et, autant iJs 
sont intransigeants lorsqu’on conteste leurs cal - 
culs, autant ils sont prets a admettre que toute 
personne de bon sens, ayant bien compris les r6- 
sultats de ces calculs, est libre de les interpreter 
pratiquement suivant sa psychologie person- 
Gelled Seulement, il est necessaire, pour raison- 


a Voir plus loin, ch. yiii. 
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nev sur les probabilites, d’avoir compris par 
quel mecanisme analytique simple et inatta- 
quable, la notion de Tabsence de toute loi con- 
duit a des conclusions, necessairement toujours 
incertaines, mais dont I’incertitude pent etre me- 
suree avec rigueur et souvent evaluee a une 
fraction dont la petitesse confond Timagination. 
On revient ainsi, en derniere analyse, a la notion 
de probabilite d’un coup isole que conteste 
M. Le Dantec ; car il s’agit de savoir si telle com- 
binaison, dont la probabilite a ete evaluee, par 
exemple, a un millionieme demillionieme, sepro- 
duira ou non. La seule regie pratique d’action 
est d’agir comme si elle ne devait pas se pro- 
iuire. Si la probabilite est supposee encore plus 
faible, est par exemple io~ on devra conside- 
rer qu'en la regardant comme nulle, on ne $a- 
crifie en rien la rigueur scientifique, car il n’est 
pas de connaissance humaine qui soit vraie avec 
cette precision. O^est en ce sens, et en ce sens 
seulement, que des ealculs purement abstraits 
peuvent conduire a des regies d’action concretes, 
en permettant d’interpreter avec plus de preci- 
sion ce que nous savons de la realite ; c’est en ce 
sens que Tabsence de toute loi est souvent une 
loi. Lorsqu’on a him COinpris ce fait essentiel, 
il importe pen que le calcul de Bernoulli soit 
qualifie de stratageino : il permat, dans certains 
cas, da prevoir avec certitude (j’entends avec 
une certitude qui n'est jamais depassee dans les 
previsions humaines). 
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PHOBABILITES DISCONTINUES 
BT PROBABILITBS CONTINUES 


23. Les probabilites discontinues. — 24. Probabilit^s relative ct 
absolue. — 15 . Regie des probabilites totales. — ?6. Regie des 
probabilites composees. — 27. Un probleme du jeu d’ecarte. 

28. Esperance mathematique. — 29. Probleme de la poule ; pro- 
bleme des des, — 30. Regie de Tunite decimale, — 31. Probabi- 
lites continues; definition. — 32. Probleme simple. — 35. Pro- 
bleme de Taiguille. — 34. La critique de Bertrand. — 35. Discus- 
sion d’un paradoxe de Bertrand. — 36. La critique de Poincare. 
— 37, L’emploi des fonctions arbitraires; la portee reelle des 
objections de Poincare. 


23. — On donne le nom de probabilites discon- 
tinues aux questions de probabilites dans les- 
quelles les cas possibles sont en nombre fini, par 
opposition ayec les problemes de probabilites 
continues dans lesquels il y a une infinite de 
cas possibles (les cas possibles etant, par exemple, 
les diverses positions d’un point sur une droite). 

Le j eu de pile ou face est le cas le plus simple des 
probabilites discontinues, puisque le nombre des 
cas possibles est egal a 2, et que leurs probabili- 
tes sont egales. Les problemes que Ton pent se 
poser a propos des jeux de hasard, les des, les 
cartes, appartiennent a la categorie des probabi- 

I. On pent envisager aussi les prohahilitis dinombrables^ cas inter- 
mediaire entre les probabilites continues et discontinues (voir 
ch. vii). 
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lites discontinues. Ce sont ces problemes sur les 
jeux de hasard qui ont donne lieu aux premieres 
recherches sur les probabilites ; sans Tinteret 
porte a ces problemes de jeux par des bommes 
comme Pascal, il est vraisemblable que la theorie 
des probabilites n’aurait ete creee que bien 
plus tard : elle ne se serait pas trouvee en quel- 
que sorte toute prete lorsqu’on en a eu besoin 
pour des applications pratiques ou scientifiques b 
Ceux de nos contemporains qui emploient une 
fraction notable de leur temps a jouer au baccara 
ou au bridge auraient tort d’en conclure qu’ils 
font une besogne utile a la science ; la theorie 
des probabilites n’a plus besoin des jeux de 
hasard. Mais peut-etre pourrait-on, de Thistoire 
de ses origines, retirer cet enseignement, qu’il 
est difficile de prevoir les repercussions scienti- 
fiques de speculations en apparence futiles, si ces 
speculations contribuent a aiguiser Tesprit et k 
creer des formes nouvelles de raisonnement. 

Nous ne reviendrons pas sur la definition de la 
probabilite, definition qui, dans le cas des proba- 
bilites discontinues, revient k celle de V eg ale 
probaMUti des cas. Cette egale probabilite sera 
postulee tout au moins comme un cas limite. 

24. — Designons par N le nombre total des cas 
possibles (supposes tons 6galement probables, 


I. Pun des problemes poses par le jeu qui a particulierement 
contribue h exercer la sagacite des fondateurs de la theorie des pro- 
babilites est le prolUme des partis ; deux joueurs ont convenu que 
les enjeux appartiendront i celui d’entre eux qui, par exeraple, aura 
pu inscrire le premier i son actif dix parties gagn^es ; ils inter- 
rompent le jeu. Fun ay ant gagne 7 parties et Fautre 8 ; quels sont 
alors les partis des deux joueurs, c^est-k-dire comment les enjeux 
doivent-lls ^tre partagds entre eux? 
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bien entendu : nous ne reviendrons pas sur cette 
restriction) et par n le nombre des cas favora- 
bles ; la probabilite p est donnee par la formule 



on volt que la probabilite est une fraction toti- 
jours inferieiire a V unite ; elle devient egaie 
a Tunite dans le cas seulement oii n='N : tons 
les cas sont favorables ; la probabilite se trans- 
forme en certitude. 

En meme temps que la probabilite d’un evene- 
ment desire, on a souvent interet a considerer la 
probabilite de i’evenement contraire (nous sup- 
posons, pour I’instant, que tous les evenements 
autres que Tevenement favorable sont groupes 
sous cette meme denomination) . Par exemple une 
urne renferme N boules parmi lesquelles n sont 
blanches, les autres etant rouges, noires, etc. On 
regarde comme Tevenement favorable Textrac- 
tion d’une boule blanche ; Tevenement contraire 
(ou defavorable) est alors I’extraction d'une boule 
qui ne soit pas blanche ; si nous designons sa 
probabilite par g, nous avons 

N — n n 

car le nombre des cas favorables a cet 6vene- 
ment contraire est evidemment N — n, puisqu'il 
y a N — n boules qui ne sont pas blanches. 

La formule peut s'ecrire 

p + q = i 

c’est-a-dire que ; la somme des probabilites 
Sun ivenement et de V evenement contraire 
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est egale a VunitL II importe de bien remarquer 
que Ton entend ici par evenement contraire tout 
ce qui n’est pas I’evenement regarde comme fa- 
vorable, on n’admet pas en ligne de compte 
diverses alternatives : par exemple, s’il s’agit 
pour un joueur de gagner une partie d’ecliecs, 
I'evenement contraire comprend tons les cas ou 
il ne la gagne pas : partie perdue et partie 
nulle, 

Lorsqu’un evenement est tres probable, sa pro- 
babilite^ est tres voisine de Tunite et la proba- 
bilite q est par suite tres voisine de zero. On dit 
quelquefois, dans le langage ordinaire, que la 
probabilite est tres grande ; cette maniere de 
parler ne s’accorde pas avec la definition mathe- 
matique d’apres laquelle p ne doit pas depasser 
Tunite : au lieu dedire probabilite tres grande 
on devrait dire probabilite tres ooisine de un. 
Le langage usuel a son origine dans le fait sui- 
vant : en realite, on compare I’eventualite de 
Tevenement favorable k celle de I’evenement 
contraire et lorsque la premiere eventualite de~ 
passe de beaucoup la seconde, on dit que la pro- 
babilite est tres grande : ce qui est tres grand, 
dest le rapport de la probabilite de Vevene- 
ment consider e d la probabilite contraire. Ce 
rapport pourrait etre appele probabilite rela-- 
tive des deux evenements, alors que la probabi- 
lite definie plus haut serait nommee probabi- 
lite absolue ; mais nous ne modifierons pas le 
langage usuel et dirons simplement probabilite 
et non probabilite absolue^ car c’est cette pro- 
babilite qui intervient presque toujours et il vaut 
mieux ne pas allonger inutilement Texpression 
qui la designe. Il est toutefois bon de savoir que^ 
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dans le langage ordinaire, non scientifique, on 
emploie souvent le mot probabilite dans le sens 
de probabilite relative, c'est-^-dire que Ton pense 
an rapport R defini par la formule 

q I — p N — n 

Par exemple, si une urne renferme i ooo boules, 
dont 999 sont blanches et i seule noire, on a en 
regardant comme favorable rextraction d'une 
boule blanche 

= 0.999 
q = 0,001 
R==999, 

La probabilite p de Tevenement favorable est 
tres voisine de i ; sa probabilite relative R est 
tres grande. 

Lorsque Von envisage a la fois plusieurs even- 
tualites qui s’excluent reciproquement et dont 
Tensemble embrasse tons les cas possibles, la 
somme de leurs probabilites est egale a i. Sup- 
posons, par exemple, qu'une urne renferme N 
bonles identiques, sauf que chacune porte inscrit 
Tun des nombres i, 2, 3, m; on designera 
par le nombre des boules portant le nombre i , 
par le nombre de celles qui portent le nombre 
2, etc. La probabilite pi d’extraire Tune des 
boules qui portent le nombre i est evidemment 



On a de m^me : 
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et par suite : 

Pi+.P-2 + • • • = 


“h ^2 4- • - - 4“ 
N 


I 


car la soni me ni + + . . . -j- ^st egale au nom^ 

bre total N des boules. 


25. — Considerons une urne renfermant N 
boules, parmi lesquelles a sont rouges, b sont 
blancbes, les autres n’etant ni blanches ni rouges. 
La probabilite a d’extraire une boule rouge est 


La probabilite P d’extraire une boule blanche 
est 



La probabilite p d'extraire une blanche ou rouge 
est evidemment 

et Ton aper^oit immediatement la relation 
P — ^+^ 

qui exprime le theoreme des probabilites 
totales. Pour enoncer ce theoreme, il importe de 
bien preciser les conditions dans lesquelles nous 
avons obtenu la relation precedente. Nous con- 
siderons comme evenement favorable, dont nous 
recherchons la probabilite p^ Textraction d’une 
boule rouge ou blanche ; cet evenement favorable 
pent se produire de deux manieres differentes, 
qui s’excluent reciproquement, car si la boule 
qu’on extrait est rouge, elle n’est pas blanche. 

^ 60 ^ 
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Les probabilites respectives de ces deux even tua- 
lites sont a et p ; la probabilite p est egale a 
letir somme, II est visible que le raisonne- 
ment est le meme dans le ca^ ou le nombre des 
eventualites favorables est superieur a deux ; si, 
par exemple, on considere comme favorable 
I’extraction d’une boule rouge, ou blanche, ou 
verte, ou violette, ou jaune, les autres couleurs 
etant exclues. On pent done enoncer sous la forme 
suivante le theoreme des probabilites totales. 

Theorei^ie. — Lorsque V evenement dont on 
recherche la probabilite pent se produire de 
pliisieurs manieres differ entes qici s' excliient 
reciproquement^ la probabilite cherchee est 
egale a la somme des probabilites partielles 
correspondant a ces diverses manieres, 

Dans les applications de ce theoreme, il est 
tres important de verifier que la condition 61 exclu- 
sion reciproque est bien verifiee. 

26. — Considerons deux urnes dont la premiere 
renferme N boules, parmi lesquelles a sont 
blanches et dont la seconde renferme N' boules, 
parmi lesquelles a^ sont blanches. La probabilite a 
d’extraire une boule blanche de la premiere urne 
est 

a 

“=-N 

et la probabilite a' d’extraire une boule blanche 
de la seconde urne est 

, a' 

a 

Supposons maintenant que Ton extraie une boule 
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de cliaque urne. Quelle est la probabilite j 
que ces boules soient blanckes toutes les < 
fivaluons le nombre des cas possibles ; poi 
supposons que nous ayons numerote, afin 
distinguer entre elles, les boules de c. 
urne : ceiles de la premiere sont numerote 
I a N et ceiles de ia seconde de i a N'. L’e: 
tion pent amener la boule i de la premiere 
et Tune quelconque des N' boules de la sec< 
cela fait X' cas, tons egalement probables 
peut aussi amener la boule 2 de la premiere 
et Tune quelconque des boules de lasecc 
cela fait encore N'cas, egalement probables 
eux, et de meme probabilite que les preced 
a cbacune des X boules de la premiere urnc 
respondent ainsi X' cas ; il y a done en toul 
cas possibles b On compterait de meme le 
bre des cas favorables ; a chacune des a h 
blanches de la premiere urne corresponde 
cas favorables, correspondant respectivem< 
Fextraction de chacune des a' boules blanch 


i. Si nous supposons : N = 6 et les N boules numerotees 
3, 4, 5 ; N'= 10 et les N' boules numerotees o, i, 3, 3, 4, « 
8, q, les resultats des extractions pourront etre ffepr^^setit^s 
tableau suivant, ou I’oii a inscrit d'abotd Ic iiumeto de la 
sortie de ia premiere urne : 


00 

10 

30 

3 Q 

40 

5 i> 

01 

n 

31 

31 

41 

51 

03 

13 

33 

3a 

43 

52 

03 

I? 

2? 

33 

43 

53 

04 

14 

H 

34 

44 

54 

05 



35 

45 

55 

06 

16 

36 

56 

46 

56 

07 

n 

37 

37 

4 ? 

57 

q8 

18 

38 

38 

48 

58 

09 

^9 

39 

39 

49 

59 


li est visible qtie les cas possibles soiit iiu nombre de 
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la seconde urne ; il y a done ad cas favorables 
et la probabilite p est donnee par la formule 


On volt que Ton a 

p — OL^ 

et cette formule exprime le theoreme des pro- 
babilites composees. Avant d’enoncer ce theo- 
reme, nous generaliserons les conditions dans 
lesquelles nous Tavons etabli ; supposons que 
nous ayons trois urnes, dont Tune sera toujours 
appelee la premiere et dont les deux autres, sup- 
posees peintes exterieurement, Tune en blanc, 
I’autre en noir, s’appelleront la seconde urne 
blanche et la seconde urne noire. On extrait 
d'abord une premiere boule de la premiere urne ; 
si cette premiere boule extraite est blanche, on 
extrait la seconde boule de la seconde urne 
blanche ; si la premiere boule extraite n’est pas 
blanche, on extrait la seconde houle&eldL seconde 
urne noire. Quelle est la probability pour avoir 
deux boules blanches ? II est clair que si Ton desi- 
gne par a la probabilite d’extraire une boule 
blanche de la premiere urne et par p la probabi- 
lity d’extraire une boule blanche de la seconde 
urne blanche., on a encore 

^ =:ap. 

En effet, on ne se sert de la seconde urne noire 
que dans le cas ou le premier tirage n’a pas donne 
une boule blanche ; done, dans ce cas on ne se 
trouve certainement pas dans un cas favorable et 
le resultat du second tirage est sans importance ; 
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rten ne serait done cliang6 a la probabilite des 
cas favorables si Ton n’effectuait pas ce second 
tirage, on bien si on Teffectuait dans nne urne 
de composition absolument quelconque, par 
exemple dans la seconde time hlanche ; nous 
nous trouvons ainsi ramenes an cas deja traite, 
mais ces remarqnes permettent de donner un 
enonce plus general. 

THEORfeME. — Lorsqiie V evenement dont on 
recherche la probabilite consist e dans lapro^ 
ductionsifccessive de deux evenements^ la pro- 
habilite cJiercliee est egale au produit de la 
probabilite du premier de ces evenements par 
la probabilite pour qne le second se produise 
lorsque le premier s' est produit. Plus gene-- 
ralement^ si la production successive de 
plusieurs evenemeyits est necessaire, on doit 
multiplier les prohahilites diverses de ces 
evenements, en evaluant chacune d'elles dans 
riiypothese oil Von sait que les precedents se 
sont produits. 

Xous bornant au cas de deux evenements, il 
estclair que, si la probabilite du second ne varie 
pas lorsque le premier s' est produit, cette der- 
mere restriction est inutile; Ton peut, dans ce cas, 
considerer les Evenements comme simultanes. 

27. — Dans bien des cas, au lieu d’utiliser les 
tbeoremes des probabilites totales ou composees, 
il est plus simple de recourir a I'enumeration com- 
plete des cas, par les precedes de Fanaljse com- 
binatoire. Eg voici un exemple : 

Quelle est la probabilite d^ avoir d^enfree 
trois atouts h Vecarte ? Rappelons que I’ecarte 

^ t>4 € 
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se joue avec 32 cartes, dent Tune se tronve 
retournee et indique Tatout; chaque joueur rec:oit 
5 cartes. Les 5 cartes sent done choisies auhasard 
parmi les 31 cartes autres que la retourne, dont 
7 sont des atouts. Le nombre de jeux possibles, 
lorsque Fatout est fixe, est done egal an nombre 
de manieres dont on pent cboisir 5 cartes parmi 
31 cartes, e’est-a-dire a 

31.30.29.28.27 
1-2. 3. 4 5 

e’est le nombre des cas possibles. 

Parmi ces jeux, on obtiendra le nombre de ceux 
qui renferment 3 atouts en multipliant le nombre 
des manieres de cboisir 3 atouts parmi les 7 atouts 
par le nombre de manieres de cboisir 2 cartes 
quelconques parmi les 24 cartes qui ne sont pas 
des atouts ; on obtient ainsi pour le nombre des 
cas favorables 

7-6. 5 24.23 

1.2.3 * 1-2 

La probabilite demandee est egale au quotient 
du nombre de cas favorables par le nombre des 
cas possibles ; e’est-a-dire 

7.6.5.24.23 1.2. 3. 4-5 

31.30.29.28.27 ' I. 2. 3. I. 2 

Des reductionsimmediates donnent (6X 5 =30 ? 
7X4=28): 

24-22.5 _ 4-23.5 _ 460 „ I 

31 29.27.2 31.29.9 8091 

La probabilite demandee est comprise entre 
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28. — Dans beaucoup de probiemes sur les 
probabilites divScontinues, il est commode d’in™ 
troduire la notion d’espermice mathematlqiie, 
qui prete a des calculs generalement plus 
simples. Cette expression : esperance mathe-^ 
matique a ete souvent critiquee et il faut recon- 
naitre qu’elie n'est pas des mieux choisies; mais 
elle est consacree par Tusage et d autre part, son 
emploi ne peut preter a aucune confusion si Ton 
s’habitue a la considerer comme un terme unique, 
dont le sens ne resulte pas de la juxtaposition des 
sens des deux composants b Si Ton voulait cepeii- 
dant cbercher a interpreter ainsi le sens, il semble 
qu'il faudrait prendre mathematique dans le 
sens de numerique et traduire esperance mathe- 
matique par valeur numerique de V esperance, 
Uesperance mathematique est en effet la valeur 
numerique que Ton est conduit forcenient a attri- 
buer a Fesperance d’un joueur, si Ton s’impose 
d’evaluer cette esperance numeriquement. Car 
cette evaluation doit evidemment satisfaire aux 
conditions suivantes : dans un jeu tel que pile ou 
face, oil les probabilites de gain des deux joueurs 
sont egales, leurs espdrances mathematiques sont 
aussi egales ; de plus, la somme de ces deu^ 
esperances est egale a Fenjeu total, car on peut 
concevoir que les deux joueurs se mettent d’ac- 
cord pour se partager cet enjeu au lieu de jouer. 
Ces simples remarques suffisent poiir evaluer 
Fesperance mathematique dans les cas simples. 


I. Cest le cas pour beaucoup de mots composes ; sans citer les 
termes de lalangue vulgaire, tels o^tchevrefeuille, vinaigre,etc., on 
en trouve des exemples frequents dans le langage scientifique ; les 
mots pile electriqiie n’evoquent plus I’image de la pile de Volta ; de 
m^me, en mecanique,/br(;<? vivCf etc. 
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Far exemple, si je dois toucher 2 francs au cas 
oil une partie de pile ou face donnera pile, mon 
esperance mathematique est i franc et pent etre 
vendue ce prix a un joueur dispose a prendre 
ma place. Dans ce cas4a, je puis esperer trou« 
ver facilement a vendre mon esperance matae- 
matique ; il n'en serait pas de meme si Ten^eu 
de la partie de pile ou face etait de cent mil- 
lions; dans certains cas, ia valenr conivierciale 
d’une esperance mathematique est done infe- 
rieure a sa valeur numerique ; dans certains cas, 
au contraire, la valeur commerciale de Tespe- 
rance mathematique est superieure a sa valeur 
numerique : e'est une consequence du gout du 
public pour les loteries et des restrictions mises 
par la loi a leur developpement ; un billet de 
loterie auquel est attache une esperance mathe- 
matique de trente centimes ^ trouve facilement 
preneur a un franc. 

Le grand avantage de la notion de Tesperance 
mathematique est le suivant : la combinaison de 
probabilites diverses entraine a des calculs parfois 
compliques ; au contraire, pour les esperances 
mathematiques, la regie est simple et intuitive : 
pour avoir V ester ance mathematique totale 
qui s'' attache a plusieurs evenements fortuits^ 
il suffit de faire la somme des esperances 
thematiques correspondant d chaciin d'eux* 

Paul doit jouer trois parties de pile ou face ; 
d’apres les conventions faites, shl gagne la pre« 

i. Pour trouYer tesp4fance attach^e k un billet de 

lotseriej on n’a ditiser la somme totaie des lots par le nombre 
des billets ; ce serait la valeur que devrait avoir le billet si I'entre- 
Dreneur de la loterie ne faisait ancun sraiii et n’avait nas de frais de 
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miere, 11 touchera lo francs ; s’ilgagne la seconde 
20 francs ; s’il gagne la troisieme, 40 francs. Son 
esperance mathematique totale est 5 -h 10+ 20 
==35 francs ; telle est la somme pour laquelle 
il pourrait vendre ses diverses cliances a un 
jouenr dispose a jouer un jeu equitable. Si ce fait 
ne parait pas evident, il suffit d'observer que si 
un meme acheteur achete Tesperance matbema- 
tique de Paul et celle de son partenaire, il doit 
les payer toutes deux le meme prix, puisque la 
situation de Paul et celle de son partenaire sont 
identiques; or cet acheteur est assure de toucher 
70 francs, quoi qu’il arrive ; done, pour que le 
jeunelui apporte ni benefice assure, ni perte 
certaine, il doit payer 35 francs a chacun des 
deux partenaires. 

On doit admettre comme evident que si un jeu 
se compose de plusieurs parties succesives et si 
chaque partie est equitable, le jeu est equitable 
dans son ensemble ; ce principe est d"une grande 
utilite pour la solution de certaines questions. 

29. — Appliquons la notion d’esperance ma- 
thematique a la solution du probleme suivant 
qu’on appelle probleme de la poule : 

Trois joueurs A, B, C, jouent d pile ou 
face dans les conditions suivantes : A et ^ 
font une premiere partie^ d la suite de la-- 
quelle le perdant se retire et cede sa place d 
C; il en est de mime apres chaque partie : le 
perdant se retire pour cider sa place au troi- 
sieme joueur ; le joueur qui aura gagne deux 
parties consecutives touchera une somme m ; 
quelle estVespirance mathematique de chaque 
joueur : z® apris la premiere partie} 2° au 
debut dujeu? 
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c, les e:5uerances mai::eiiia::iqu.e- aa i3, L^qu: 
sont respeciivenient le jouear qui resie, celai qui 
sort et celui qui rentre. Si A gagne la seconde 
partie, le jeu sera fini et A en sera le gagTiaitt : 
si A la perd, il deviendra le joueur qui sort, B 
sera celui qui rentre et C celui qui reste. Dans 
la premiere liypothese (A gagnant), Atouclie m, 
B et C netouclieiit rien ; dans la seconde -Aper- 
dant) Tesperance mathematique de A dexient b, 
celle de B devient et celie de C devient a. 
Nous ecrirons que I’esperance matliematique de 
cliacun des joueurs est egale a la somme des 
esperances matiiematiques qui resultent de cha- 
cune de ces deux li^^potlieses ; comme la probabi- 
lite de cbaque bypothese est un demi nous obte- 
nons ainsi les equations 



I ^ 

C =: O -4 

‘ 2 


qui sont faciles a resoudre et donnent 

4 L I 2 

a = — m) b =z — m; c=z — m, 

111 

Telles sont les esperances mathematiques apres 
la premiere partie ; pour obtenir les esperances 
mathematiques a! ^ V ^ d avant cette premiere 
partie, ilsuffit d’observer que I’esperance matbe- 
matique de C ne peut pas etre modifiee par le 
resultat de cette premiere partie ; d'autre part, la 
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somme des esperances mathematiqiies de A et 
de B n’estpas nonplus mcdifiee ; car, pour celui 
qui aurait achete a iV et a B leurs chances de 
g'ain, il est indifferent que Tun ou I’autre gag'ne 
cette premiere parti e ; enfin, on a forcement 
a' == ; on obtient ainsi finalement 



z 4 

— m =z m. 

7 H 


On Yoit qu'au debut du jeu, la situation des 
joueurs A et B est un pen meilleure que celle du 
joueur C ; si la somme a gagner 7n est 1 4 francs, 
i’esperance mathematique de A ou de B vaut 
5 francs, et celle de C yaut seulement 4 francs. 

La raison pour laquelle la notion d'espe- 
ranee mathematique est plus maniable que la 
notion de probabilite, e’est que les probabilites 
ne peuvent pas s’ajouter par la meme r%le 
simple que les esperances mathematiques, en 
raison de la complexite des cas possibles ; I’ad- 
dition des probabilites conduirait d’ailleurs a des 
probabilites superieures a Tunite, ce qui serait 
absurde. 

Considerons par example un joueur de des qui 
doit toucher b francs chaque fois que le de qu’il 
jette amene le point 5 ; son esperance mathema- 
tique par coup est do i franc; sa probabilite de 

gagner un coup isole est-^. S’il joue 6 coups, 

son esperance mathematique est 6 francs, e'est- 
a-dire est egale a Tenjeu ; mais il serait absurde 
de croire que sa probabilite de gagner est egale 

a b fois ^ , q’e^t-sa-dire a I’unite ; il pent fort 
bien arriver qu’aucun des 6 coups ne lui soil 
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favorable; mais ilpeut arriver aussi qu il gagne 
piiiS/eurs fois et c*est grace a cette possibiiite 
tic gagner plus be 6 fraucs que son e>perance 
maiheiiiatique peut etre egale a 6 francs, bien 
que dans certains cas il ne gag'ne rien, En rea- 
lite. la probabilite pour qu'il gagne 6 parties et 

f ~ \ s 

touche 56 francs es: ( -^] ; la probability pour 
qu'il en gegne 5 et touche 50 francs est 
6 I -E la probabilite pour qu'il en gagne 

une seule et touche 6 francs est ^ 4 -^ ; on pour- 

rait obtenir Tesperance mathematique totale en 
multipliant cheque gain possible par sa proba- 
bilite et faisant la somme des resultats ; ce cal- 
cul, qui pent etre simpliiie par T utilisation de la 
formule dubinome, conduit au menie resultat que 
ie calcul direct et elementaire : resperance ma- 
thematique est 6 francs. 

Lorsque les probabilites sont tres petites par 
rapport au nombre des epreuves et que la repe- 
tition de I’evenement favorable peut etre negli- 
gee, I’esperance mathematique fournit une 
approximation de la probabilite. Par example, 
Pierre possede 2 billets d'une ioterie qui com- 
porte 10.000 billets et 10 lots de i.ooo francs; 
son esperance mathematique est 2 francs ; on en 
deduit que la probabilite pour qu’il gagne 
I.ooo francs est approximativement le quotient 
de 2 par i.ooo, e’est-a-dire 0,002 ; en fait, la pro- 
bability de gagner 1,000 francs est egale au 

produit de 0,002 par la fraction qq— , e’est-a- 

dire 0,001998... et la probabilite de gagner 

a.QOo francs est egale a X . 

^ 1 000 1 1 1 1 
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Nous etudierons plus loin des phenomenes phv- 
siques (radioactivite) pour lesquels Fesperance 
matliematique a une expression bien plus simple 
qua la probabilite. 

30. — Pour terminer ce qui a trait aux proba- 
bilites discontinues, indiquons comment Ton doit 
calculer V unite decimole d’ecart pour pouvoir 
appliquer la regie simple que nous avons expo- 
see en detail dans le cas du jeu de pile ou face. 

Designons par p la probabilite de Fevenement 
observe et par q la probabilite complementaire 
[q— I — p).L' unite decimale d'ecarts'obtient 
en multipliant la racine carree du nombre 
des experiences par 2 \/pq^ Considerons, par 
example 6.000 coups joues avec un seul de ; la 
probabilite d’amener le point 3, par example, 

est ~ ; la probabilite complementaire est ; Fu- 
nite decimale d’ecart est done 

V"^ ■-|v'6:^ = 57.7- 

Sur 6.000 coups, on doit s’attendre a voir sor- 
tir 1 .000 fois le point 3 ; la probabilite d’un ecart 
egal ou superieur a n fois Funite decimale est, 
suivant la regie generale, egale a lo”*'*. La pro- 
babilite d’un ecart superieur a 58 est done un 
dixieme, la probabilite d’un ecart superieur a 116 
est un dix-millieme, la probabilite d’un ecart 
superieur a 174 est un milliardieme ^ 


I. la formnle approch^e que nous employons ne fait pas de dis- 
tinction entre les ecarts positifs et negatifs ; 11 est evident qu’un 
^cart depassant i ooo est possible sll est positif et impossible s’il est 
nigatif, car il est possible d’amener le point 3 plus de a 000 fois et 
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Lorsque la probabilite ^ est tres faible, la pro- 
bability q est tres voisine de Tunite ; on pent 
alors, an deg-re d’ approximation que nous desi- 
rous, remplacer q par Tunite, on remarquera 
alors que le produit de la racine carree de p par 
la racine carree du nombre des experiences est 
egal a la racine carree du nombre attendu de 
cas favorables ^ ; on pent done enoncer la regie 
encore plus simple : 

Dans le cas oil la probabilite est faible 
f unite decimale d'ecart est le double de la 
racine carree du nombre attendu des evene- 
ments favorables^ , La probabilite £un ecart 
depassant n fois cette unite est 

Supposons, par exemple, que Tevenement 
attendu soit la sortie d'un numero determine au 
lotto j comportant go numeros, la probabilite 

est ; sur 9.000 experiences, on pourra s’at- 

tendre a 100 succes ; Tunite decimale d'ecart est 
le double de la racine carree de 100, e’est-a-dire 
20; ilya done une probabilite egale a un dixieme 
pour que Tecart depasse 20, e’est-a-dire pour que 
le numero cboisi sorte moins de 80 fois ou plus 
de 120 fois \ La probabilite d’un ecart 40 sera un 

il n'est pas possible de ramener moins de z 6 ro fois. Mais la proba- 
bilite de i’amener plus de a ooo fois est si faible qu’on peut prati- 
qnement negliger cette dissymetrie. 

I, Car on a \/j& yn = \/ np. 

3. Inferieure h un dixieme, pour fixer les idees. 

3. Dans le cas du jeu de pile ou face, Tuniti decimale d’ecart est 
4 gale au produit par la racine carree de 3 du nombre des evenements 
attendus ; on doit done s’attendre en moyenne a des ecarts \/3 fois 
plus grands lorsque T^venement attendu a u?ne probabilite faible. 

4. La probability d*un ^cart aussi grand sur 200 parties de pile 
ou face, pour lesquelles on s’ attend k 100 coups pile, est un centieme 
au lieu d’un dixieme. 
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dix-millieme ; si Fentrepreneur dm iotio pense 
pouvoir courir une chance sur 20.000 d'etre en 
perte au houi de 9. coo coups coetre ua joneur 
qui parie pour la sortie d’un numero^ il se dira 
que le cas le plus defavorable est que ce jcueur 
gagne 140 fois ; il pent done lui prom et: re de iui 

- . Q.'-oa 

payer pour cnaque coup gagne ~ = envirou 

64 fois la mise; le jeu seraXt equitable s‘il pajait 
90 fois la mise. 

Repetoiis encore une fois que la regie de 
Vunite decimale est une forme simplifxee et 
approchee d'uoe formule plus rigoureuse qui se 
deduit elle-nieme par des transiormaiioas analy- 
tiques, sans aucune h3^potliesey des formules de 
denombrement des diverses pcssibilites au 
ino3’en de Fanalyse combinatoire), denombre- 
ment dont nous avons donne des exemples. 

31. — On donne le nom de probiemes de 
babilites conthiues. ou probabilites geome- 
triqueSn aux problemes dans lesquels le nombre 
des cas possibles est egal au nombre des posi- 
tions possibles d'un point sur une droite, oudans 
un plan, ou au nombre de positions d'une droite 
dans Fespace, etc. Etudions d’abord le cas ie 
plus simple. 

Considerons un segment de droite AB et un 
point M que nous supposons assujetti h raster sur 
AB (fig. 2) . Quelle est la probabilite pour que le 
point M occupe surx\B une position deter minee? 
On voitque le nombre des cas possibles est hide- 
fini, car le point M peat varier d*une maniere conti- 
nue entre A et B ; il estdoncnecessairededonner 
une definition nouvelle de la probabilite. Une 
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leile definition est dvidemment une canvention 
pour ie matlaematicien, car celui-ci pent raison- 
Eer snr n'importe quelle definition ; mais ee n’est 
pas line conve-ntion arhitraire ; eile est sugge- 
ree a priari par Tetude pratique de diverses 
questions et verifiee a posteriori par la confer- 
mite de ses consequences avec les observations. 
Quand le matkematicien dit que o'est une con- 
vention, cala vent dire simplement que, n’etant ^ 
pas en dtat de demontrer cette definition d'une 

^ P Q 
A M 


inaniere rigoureuse, il prefere la considerer 
comme une convention et rendre adnsi ses rai- 
sonnements abstraits absolument inattaquables. 
La difficuke qui consiste a iegitimer ia conven- 
tion se trouve ainsi transportee au debut de 
Tetude de ckaque cas particulier concret. 

La definition que nous adopterons est la sui- 
vante. 

Definition. — La probahilite pour que le 
point M se trouve sur un certain segment 
PQ de AB est proportionnelle a la longueur 
de ce segment. 

Consequence. — Si on suppose M assujetti a 
se trouver sur AB, la probahilite pour que M. 
soit sur AB est i ; done la probahilite pour 

que M soit sur PQ est egale au rapport , 

Nous discuterons tout a Tkeure les objections 
et les critiques que Ton pent faire a cette defini^ 
tion, ainsi qu’aux definitions analogues pour les 



1 espace : noire c jnciu^ion sera que ces Gtnmiiom 
soot leqiiinies, en ce sens qu'elles conduisent a 
ce^ consequences en accord avec rexperience, da 
moinen: qae les conditions de rexperience ne 
son: pa:5 compliquees expres pour les mettre en 
deraui. Mais, sans atiendre cette discussion cri- 
tique, nous avons le droit d'etudier les conse- 
quences matliematiques de cette definition de ia 
pro::: ..oiiite continue : nous arriverons ainsi a des 
consequences dont la valeur sera celle meme de 
la definition dont nous serons partis. 

La plupart des probiemes de pncbab Lites con- 
tinues sont dn ressort du calcul integral ; pour 
cette raison, ;'e me contenterai d'indiquer les 
resultats en omettant les demonstrations; void 
cependant cue*. spies examples oii Ton pent abou- 
tir en ne faisant usage que de procMes elemen- 
taires. 

32. — Deux points M et sont assujettis 
a se trouver sur un segment ABj de longueur 
1 ; quelle est la probabilite pour que la dis- 
tance yiAf soil inferieiire a hi, k etant donne 
inferieur a un. 


U 3 8 

Fig. 5. 


Desfgncns par x la distance AM ; la probabi- 
iite pour que cette distance soit comprise entre x 

et dx est — . Prenons (fig. 3) de part et 

d'autre du point M deux longueurs, MC = MD 
= kl ; pour que MM' soit inferieur k hi il faut et 
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il snflit qne 51' soit compris entre C et D ; mais 
51 doit aussi etre compris entre A et B ; il faut 
dune distinguer plusieurs cas suivant les posi- 
tions relatives des points C, A, D, B ; comme le 
segment CD est egal a ikL il sera inferieur ou 
snperieur a AB suivant que h sera inferieur ou 

superieur a ' nous examinerons successive- 

ment ces deux cas, a chacun desquels correspon- 
dent 3 cas differents de figure. 

Longueur du segment 

Ordre des points. Inegalite pour x. sur lequei peut se 

trouver M/. 

-CADB fig.i) o<x<M AT) = x-{-kl 


CAM 0 a 

i'lg- 4- 

ACDB;fig.5i kl<x<{\ — k)l CT>z= 2 M 

k<— , > ' * — 

2 . AC U OB 

I Fig. 5. 

I ACBD (£g.6) [i—k)l<x<l CB = kl-\-l—x 

c M B 0 

Fig. 6. 

{i — k)l<x<kl ABz=zl 

CBz=zkl + l--^x 

Representons le segment AB = I (fig. 7 et 8) 
et elevens en chaque point M de AB une ordon- 
nee MQ egale a la longueur du segment que peut 
occuper M' lorsque M est au pied de I’ordonnee, 
le quotient par P de I’aire (couverte de hachures) 
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aiaii obleaue la probabiiite caerckee. 
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Dans la figure 7, correspondant a ^ 

AA^ = /A, AH=:HLn:^? TL^^iM LX=:/ix — 2A 



A r ^ _ 8 _ . 

Fig. 8. 

Dans la figure 8, correspondant a ~ , on a 

2 ’ 

A\’-kl A'H*:HL=(i— *}i IL=/ LN=:i(»;i— I) 

& 7 * « 



fJtOBABlUTSS CONTiyUES 

Sur les deux figures. I’aire couverte de hachutes 
est egale k rectangle AA'B'B -f- triangle A'B'I 
— triangle LXI, c’est-j-dire k : 

AB X AA' + — AB'’ — — LN* . 

4 4 

Mais, dans les deux figures, on a 

ABx AA* = /»/fc 
A'B'^ = P 
LN* = ?(!—**)» 

car LN est 6 gal k ± Z (i — 2Z1) ; la probabilite 
qm s’obtient en divisant I’aire par Z*, est done 

4 

IncHquons une autre metliode pour arriver au 
meme resultat; posons 

AM.=zx AWz=zy. 

La probabilite pour 
que AM soit compris 
entre X’\-dx&t M' entre 

dy est egale k . 

Si done on represente 
le point P dont les coor- 
donnees rectangulaires 
sont X et y (fig. 9) le Fig. 9. 

point sera interieur a un 

carre OABC de cote Z, et la probabilite pour qu’il 
soit dans une aire donnee est proportioniieile a 
cette aire. Or la condition imposee par Tenonce 
est que Ton ait 






l £ /fJ 

qu: exfge qne P soil compris entre les droites 
DE et paralleles a OB et a3''ant pour equa- 
liens ^e^pect:ves 

.r -~q=: — kL 

La probabilite chercfiee est done egale an rap- 
port de Eaire ODEBGFO a I'aire du carre : or les 
deux, triangles rectangles ADE et CFG forment, 
par leur rtr union, un carre de cote ^ i — k] I (car 
on a OD — OF =kl_ ; la probabilite cliercliee est 
done 

a — - — 2k — k-. 

Com me il fallait sV attendre la probabilite 
cro;: censtamment lorsque k varie de o a i : pour 
k = o elle est egale a o et pour k — i elle est 

egale a i ; pour ~ , elle est egale a ~ . 

33. — L'un des problemes les plus celebres 
de probabilites continues est le problefne de 
r aiguille que Bu&n a etudie tbeoriquenient et 
experinientalement et dont il a le premier donne 
une solution correcte. 

Sur un plan horizontal sont tracees des paral- 
leles equidistantes ; on y lance au hasard une 
aiguille cylindrique ; quelle est la probabilite 
pour que Faiguille rencontre Tune des parallMes? 

Designons par 2a la distance des paralleles et 
par 2I la longueur de Faiguille; on suppose 
generalement I inferieur a a, de sorte qu’il ne 
peut y avoir qu'un point d'intersection. Nous 
nous bornerons a ce cas. 

Un raisonnement mgenieux, du k Barbier^ 

1 . Journal de Liouville, iS6o (a® serie, t. V]. 





permet ce calculer sans peine I’esperance ina.- 
iheinatique du joueur qui doir reeevoir i franc 
pour chacne point d*in:er::ec:ion de daiguille avec 
Ics paraileies : dans le cas comnie il ne 

pent y avoir pins d'un de ces points. Tesperance 
mathematiqne se confbnd avec la probability. 

Considerons une ligne polygonale 'ouverie ou 
lermee^. supposee materialisee et jetons-la au 
iiasard sur les paraileies : ii est clair que Fespe- 
rance matlieniatique du joueur qui doit reeevoir 
i franc pour cnaque point d'intersection est eg*aie 
a la somme des esperances maihematiques pour 
les divers cotes du polygone, lesquelles sont 
egales elles-m ernes a la somaie des esperances 
analogues pour les segments egaux en lesquels 
on pent diviser les cotes "^supposes commensura- 
bies par le mode de raisonnement classique). On 
en conclut que Vesperance mathematiqiie cher- 
chee est proportiofinelle a la longueur du 
polygone. Or, si celui-ci devient un cercle de dia- 
metre la. elle est evidemment egale a 2, car ii y 
a to uj ours 2 points d’intersection et 2 seulement; 
la longueur d'un tel cercle est 2T.a \ Tesperance 
matliematique par unite de longueur est done 

2 I 

27:^1 -Tza 

Pour une aiguille de longueur 2I on retroux-e 
2/ 

Le resultat — donne par Buffon ; dans le cas oii 

a — 2l^ e’est-a-dire oii la distance des paraileies 
est le double de la longueur de Taiguille, la pro- 
babilite est Tinverse du rapport de la circonfe- 
fence au diametre. 

Le probleme de Faiguille est le type d'un pro- 
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de probahilites continues dans lec 
¥ verification experimentale b est aisee ; e 
nan: une aiguille a coudre de dimension mo 
e: la ;e:ant au liasard sur une feuille de p2 
dessin sur laquelle sont tracees des par: 
equidistantes da distance etaai, pour fix 
idees, le double de la longueur de raiguil: 
trouve generalement , en quelques cen 
d'epreuves, une valeur du nombre r. assez j 
chee {en prenant le quotient du nombre tol 
epreuves par celui des epreuves oii Fa: 
coupe Tune des yarallFles , II faut avoir 
bien entendu. d'eviter de jeter raiguille di 
maniere que sa direction soit, ou sensibi 
parallele, ou sensiblement perpendiculairc 
direction des paralleles tracees sur le papiei 
bonne metbode consiste a lancer Taiguille e 
de telle maniere qu'elle retombe a pen pre 
ticalemeni sur une de ses extrerrdtes ; la dir 
qu'elle prend est ainsi innuencee le moin 
sible par la maniere p^articuliere adoptee p 
lancer. 

34. — Josepb Bertrand, dans son ci 
ouvrage surle Calctil des Probabilites^ acr 
la theorie des probabiiites continues. Sa cr 
porte sur la definition meme de la probe 
elementaire, du moment qu'di y a une infin 
cas possibles. On sait qu’un nombre est 
pris entre o et 10, quelle est la probabilite 
quil soit compris entre o et 5 ? Le bon sen; 

duit a repondre que cette probabilite est - 

Y mais ce pretendu bon sens est illusoire, ob 
Bertrand, car si nous considerons la carre 


B 


il est clair que si x est compris entre o et lo, son 
carre es: compris entre o et lOO et si x est com- 
pris entre o ex 5, son carre est compris entre o et 
25 : le meme bon sens nous donnera done corame 

probabilite de cette derniere eventualite — ^ ou 

-b . On trouverait, bien entendu, une autre 
4 

valeur encore pour la probabilite en considerant 
le cube de vX, ou le Icgarithme de x, ou une autre 
foaction de x. La conclusion de Bertrand parait 
etre que les problemes de probabilites continues 
sont de purs jeux niathematiques, mais ne corres- 
pondent a aucune realite; la definition de la pro- 
babilite elementaire est arbitraire ; de cette defi- 
nition arbitraire on tire des consequences logiques, 
mais ces consequences participeront toujours de 
I'arbitraire de la definition. 

Cette attitude sceptique n’est pas en accord 
avec les faits. On peut s^en rendre compte aise- 
ment en empruntant un example meme de Ber- 
trand. 

Probleme. — On trace une corde au hasard 
dans un cercle ; quelle est la probabilite pour 
que sa longueur soit superieure au cote du 
tria7igle equilateral inscrit?' 

Bertrand cite ce probleme comme exemple 
d^un enonce incomplet ; il en donne en effet trois 
solutions qui conduisent a des resultats diffe- 
rents. 

Premiere solution, — On peut, pour de.s rai- 
sons de symetrie, se donner la direction de la 
corde ; le point d’intersection de cette corde ayec 
le diametre perpendiculaire a cette direction devra 
alors se trouver sur un segment egal a la inpitie 

^ ^ 
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de la longueur de ce diametre (car la distance au 
centre du cote du triangle equilateral inscrit 
est egale a la moitie du rayonj ; la probabilite est 



Detixieme solution. — On pent, pour des rai- 
sons de symetrie, se donner une des extremites 
de la corde sur le cercle ; la tangente en ce point 
et les deux cotes du triangle equilateral inscrit 
ayant ce point pour sommet forment trois angles 
de 6o® ; la direction de la corde doit etre a Tin- 
terieur de Fun de ces trois angles a Fexclusion 

des deux autres ; la probabilite est done . 

Troisihne solution. — Pour fixer la position 
d'une corde, il suffit de donner son milieu ; pour 
que la corde satisfasse a la condition de Tenonce, 
il faui que son milieu soit interieur a un cercle 
concentrique au cercle donne et de rayon moitie ; 
la surface de ce cercle est le quart de la surface 

du cercle donne ; la probabilite est done . 

Doit-on penser que ces trois solutions sont ega- 
lement bonnes et, par suite, egalement mau- 
vaises? Xullement, il s’agit simplement de pre- 
ciser le mode d’apres lequel se fera la verification 
experimentale, e'est-a-dire comment on s'y pren- 
dra pour tracer une corde au hasard dans un 
cercle : si Ton assujettit cette corde a passer par 
un point fixe du cercle, ou si Ton fixe son milieu 
au hasard^ e’est la seconde ou la troisieme solu- 
tion qui est la bonne ; mais il est aise de voir 
que la plupart des precedes naturels que Ton 
peut imaginer conduisent a la premiere. 

Si, par exemple, on jette un disque circulaire 
sur un plan sur lequel sont tracees des droites, la 
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probabiiite pour que Tune des cordes intercep- 
tees soit superieure au cote du triangle equilate- 
ral estegale a ~ ; il en est de meme si Ton con- 

sidere les cordes interceptees sur le disque circu- 
laire de la lune par la trajectoire d’une etoile 
occultee, ou les cordes decrites dans le champ 
circulaire d’une lunette astronomique par des 
astres que Ton n’a pas vises, et qui occupent par 
suite une position quelconque dans le champ de 
la lunette. 

On pent aisement ^ traiter un probleme qui est 
la generalisation du precedent (probabiiite pour 
qu'une corde d‘un cercle ait une longueur supe- 
rieure a une longueur donnee) et deduire de la 
solution de ce probleme celle du probleme de 
I’aiguille. On obtiendra ainsi pour le probleme 
de raiguille trois solutions differentes suivant 
que Ton aura choisi la premiere, la seconde ou 
la troisieme des solutions proposees par Ber- 
trand. Comme la solution experimentale du pro- 
bleme de Taiguille n'est pas contestee on est 
conduit, dans ce cas pratique, a constater que la 
premiere des solutions de Bertrand est la seule 
bonne ; il ne nous appartient done pas, en modi- 
fiant arbitrairement une definition, de modifier la 
solution du probleme. 

35- — Void un autre exemple de probleme de 
probabilites continues, dans lequel nous verrons 
tussi que Tattitude de Bertrand est trop seep- 
tique. Ce probleme est un exemple des pro- 
blemes de probabilites relatives a la position des 
points sur une sphere. 


I. Voir mes Elements de la theorie des prohahilites^ p. in. 
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Ces problemes ont une certaine importance, 
car on pent j rattacher, comme nous le verrons 
au cbapitre suivant, diverses questions relatives 
a la position des etoiles sur la sphere celeste. 

Probleme. — Deux points M et sont pris 
au hasard sur la surface de la sphere; quelle 
est la prohabilite pour que le plus petit arc 
de grand cercle MiNP soit inferieur d a? 

La probabilite sera la meme quelle que soit la 
position de 1\I; or lorsque 
le point M est fixe, M' doit 
se trouver sur une calotte 
spherique AB, correspon- 
iant a un demi -angle au 
centre MOi\. = a (fig. to). 
On a done, en d^slgnant 
par R le ravon de la 
sphere 

MPzrOM — OP 

= R (i — cos a). 

Le rapport de Taire de la calotte a I’aire de la 
sphere est 

MP I — cos a . « a 
— = sin^ — . 

2R i 2 

Telle est la probabilite cherchee; si a est tres 
petit, on pent remplacer le sinus par Fare et 

prendre pour valeur approchee . 

Bertrand indique en meme temps que la me- 
thode precedente un autre raisonnement qui con- 
duit a un resultat tout different h Lorsqu’on 

I. J. EiaTaAHD. Calcul des probabilites. Cbapitre i. 
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donne deiix points M et M' Tare de gtand cercle 
qui les joint est determine^; tons les arcs de 
grand cercle etant analogues sur la sphere, on ne 
change pas la probabilite en fixant cet arc de 
grand cercle : or la probabilite pour que deux 
points M et isM d’un cercle soient tels que Tare 
MJsV soit inf^rieur k 6 l est, comme nous Tavons 

vu ; ce fesuitat est tfes different du prece- 
dent, surtout si a est tres petit ; si la mesure de a 
est I®, on a a== et par suite : 

a . . . ^ a I 

4 3^0’ iBo 

Le rapport de la seconde valeur a la premiere 
est , e'est-a-dire plus de 200. Doit-on en con- 

clure avec Bertrand que le probleme propose ne 
pent pas etre resolu et que la premiere solution 
que nous en avons donnee est incorrecte ? Cette 
solution estj, au contraire, la seule correcte,' si Ton 
admet le postulat relatif a la probabilite elemen- 
taire, e’est-a-dire si Ton considere toutes les por- 
tions egales de la sphere comme equivalentes 
entre elles, au point de vue de la probabilite qu’a 
le point M ou le point M' de s’y trouver. Or, dans 
son second raisonnement, Bertrand parait bien 
admettre cette sorte d'homogeneite, si Ton pent 
aifisi dire, qui fait regarder tous les points de la 
sphere Comma equivalents entre eux.- Ce second 
raisonnement renferme done une cause d’inexac^ 
titude^ qu’il ii’est pas inutile de mettre en evi- 
dence. Examinons-le d’un pen pres. 

I. On pent ecarter le cas dont la probabilite est evidemment 
nulie, ob M et M' sent diametralement opposes 
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On commence par affirm er que la probabilite 
r/es: pas changee lorsqu'on fixe Tare de grand 
c ere'e s::r leqiiel se trouvent M etM'et la position 
de 31 sur ce grand cercle : cela est evident par 
rais jn de sjmetrie. L eireur commence iorsque, 
le point 31 et ie grand cercle etant fixes, on consi- 
dere que ia probabiiite pour que M' se trouve sur 
un arc donne de ce grand 
cercle est proportionnelie 
' \ a la longueur de cet arc. Si 
Tare de grand cercle est 
sans epaisseur il faut, pour 
parler rigoureusement, as- 
; signer la valeur zero a la 
J probability pour que M et 
/ 31' soient sur ce cercle ; on 

^ doit, pour ne pas avoir ce 
Fig. II. facteur zero qui rend tout 

calcul impossible, conside- 
rer un faisceau d^lie d’arcs de grand cercle passant 
par un meme point M et il est alors visible que la 
probabiiite est plus grande pour M' situe a un qua- 
drant de 31 que situe an voisinage de M (fig. ii ). 
Supposons, par exemple, que la sphere soit la 
sphere terrestre, M le pole nord et M' le point de 
chute d’un bolide qui se meut dans Tespace sui- 
vant une loi inconnue, avec une vitesse beaucoup 
plus grande que la vitesse de la terre. On 
demande quelle est la probability pour que le 
|X)int de chute de M' ait une latitude nord supy- 
rieure k Sg® ; le raisonnement de Bertrand revient 
a dire : on pent supposer connue la longitude du 
point de chute M', supposer, par exemple, que 
M' se trouve sur le meridien de Paris ; tous les 
points de ce meridien sont alors ^alement pro- 
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babies. Nous allons voir que, meme en acceptant 
ce point de vue, on arrivera, en serrant de pres 
la verification experimentale, a constater que 
tons les points du meridien ne sont pas egale- 
ment probables : comment, en effet, constatera- 
t-on qu’un pointM'est sur lemeridien de Paris ? En 
determinant sa longitude a Taide d’observations 
astronomiques et d’un cbronometre ; cette determi- 
nation se fait avec une certaine precision angulaire ; 
supposons que cette precision soit de o'\ i , par 
exemple : cela veut dire que Ton considere, non 
pas la ligne ideale sans epaisseur que serait le me- 
ridien tbeorique, maisl’espace compris entre o'^, i 
de longitude est et o", i de longitude ouest, et cet 
espaceest beaucoupplus granda Tequateur, qu’au 
voisinage du pole : la probabilite pour que la lati- 
tude de M' soit comprise entre o° et i® est done 
beaucoup plus grande que la probabilite pour 
que cette latitude soit comprise entre 89® et 90®. 

On pourrait penser que, pour refuterle raison- 
nement precedent, il suffirait de substituer aux 
observations astronomiques pour la determina- 
tion de la longitude, des mesures geodesiques. 
Supposons done que, par des mesures d’une 
grande precision, on soit arrive a tracer un meri- 
dien sur la surface terrestre ; on aura du moins 
fixe uncertain nombre de reperes, suffisamment 
rapproebes pour que deux au moins soient aper- 
9us de tout point du meridien et, sur cliacun de 
ces reperes un trait vertical extremement delie 
fait connaitre son intersection avec le plan du 
meridien. On supposera alors que le centre de 
gravite M' du bolide se trouve sur le meridien 
ainsi defini ; la probabilite ne sera-t-elle pas la 
meme a Fequateur qu’au pole ? Oui, sans doute, 
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si les traits verticaux traces sur les reperes ont 
partout la meme epaisseur, nlais cette epaisseur 
uniform e des traits est contradictoife avec la no- 
tion du meridien : quelle que soit Tepaisseur 
choisie pour le trait du repere situe a Tequateur 
fdisons, par exemplCj un dixieme de millimetre), 
les deux bords de ce trait definissent avec lepole 
deux nteridiens, dont Tangle est sails doiitetres 
petit, puisque leur ecartement a Tequateur est 
seulement un dixieme de millimetre, liiais cet 
ecartement est encore plus petit lorsqu’dn s’appro- 
cbedupole; si Ton placaita Tequateur deux traits 
verticaux voisins, a3mnt cbacun un dixieme de 
millimetre d’epciisseur, le bord droit de Tun com- 
cidant avec lebordgaucbe de Tautre^ il tie serait 
pas possible de prolonger jusqu’au pole les liieri- 
dieiis ainsi definis, eu leiif conseri^ant leur lar- 
gmr de uH dixieme de millimetre : si on par- 
venait a realiser defte construction geode'sique 
infiniitient delicate, les traits d'un dixieme de mil- 
liittetre qui seraietit traces a une latitude quel- 
coiique einpieteraient Vun sut V autre^ d’au- 
tant plus que la latitude s’approclierait davantage 
de 90^, de sorte que, dans la region cominune a 
ces traits, on n’aufait aucune raison pout dire 
qtie Ton se trouve sur Tiiii 6ti sut Tautfe dds rne- 
ridiens ddfinis a Tequateur. 

Cette discussion un peu longue n'etait pas inu- 
tile pout reduire & sa juste vaieut la boutade de 
Bertrand, a laqUelle il n’attacbait pas liii-tneme 
plus de valeuf qu’il ne donVient b On doit ia con- 

i. Vdif t)ARBoux, !6loge bistorique de Joseph Bertrand. A pfopos 
dii paradoxe analogue, dont nous avdns parl6 tout a Theure, 
M. Barboux dit que Bertrand connaissait la solution, mais preferait 
la I a User devirier k son lecfeur. 
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siderer comme un exeniple mett^nt en garde 
centre des raisonnements inexacts. 

36. — Henri Poincare a repris la discussion 
des paradoxes de Josepk Bertrand, avec T esprit 
de generalisation analytique et la fornie particu- 
liere de critique qui constituent le fond de 
pMlosopiiie. 

Tout d'abord, Poincare observe que Ton peut 
a une variable continue x substituer une fonc- 
tion continue quelconque f {x) de cette variable 
et remplacer le probleme de probabilite relatif a 
X par le probleme correspondant relatif a f {x) ; 
la meme remarque s’etend an cas ou Ton a plu- 
sieurs variables au lieu d’une seule; on en tire 
immediatement la conclusion que la definition de 
la probabilite elementaire est entieremeiit arbi- 
traire^ puisque Ton peut faire varier cette defi- 
nition d’apres uneloi qui depend d’une fonction 
continue absolument quelconque ^ Arrive la, 


I. Si la position d’un point depend de deux variables, on intro- 
duira une fonction arbitraire Q y) assujettie a la double condition 
d’etre positive et de verifier la relation 



? (x, y] dxdyi=zi 


et la probabilite pour que le point x,y soit dans une aire (S) s’ex> 
primera par I’integrale double 



? dx dy . 


maniere generate si Ton po§e : 




=/ (a, P) 

P) 


^ (a, p) 


® {/. 


D {a, p) 
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tout autre que Poincare se serait arret6, semble- 
t-il, puisque ie resultat est entierement negatif. 
C’est id au contraire, que Poincare introduit une 
idee neuve et tres interessante. 

37. — Quel que soit, eneffet, I’interet analytique 
des calculs sur les fonctions arbitraires, il ne sau- 
rait suffire a justifier i’introduction de ces fonc- 
tions arbitraires sdl neseproduisait frequemment 
une circonstance tres remarquable, sur laquelle 
Poincare a le premier attire Tattention : dans 
certains cas, le resultat final du calcul est, dans 
une large mesure, independant du choix de la 
fonction arbitraires; il suffit de supposer que 
cette fonction satisfait a des conditions assez lar- 


la probabilite s'exprimera par la formnle 



4> (a, g) Jot 


cn d^signant par S I’aire (supposee ne pas se recouvrir elle-meme) 
qni correspond dans le champ des variables a, (B a Taire S dans le 
champ des variables x, v. 

On pent, d’une infinite de manieres ^'sous des conditions de con- 
tinuite pour o que nous n’enoncerons pas], determiner le change- 
ment de variables de maniere que Ton ait 
(a, p) = I. 


La probabilite devient alors 



c'est-a-dire est proportionnelle k Taire S. Ces variables a, ^ ainsi 
determinees seront dites variables normales pour la fonction o {x,y) 
qu’on s’est donnee a priori. Ainsi, pour toute fonction arbitraire, il 
y a des variables convenablement choisies qui rendent cette fonction 
arbitraire egale a Funite et qui, par suite, peuvent justifier par leur 
emploi le choix en apparence arbitraire, Mais il ne faut pas perdre 
de vue que Farbitraire dans le choix des variables n’a pas plus de 
base concrete que Farbitraire dans le choix de la fonction 9 (x, y ) ; 
a un probleme determine correspondent des variables bien deter- 
minees, qui ne dependent que de la maniere dont est pose le pro- 
bieme. 
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ges relatives k sa continuite ou au sens de sa va- 
riation. Nous allons nous rendre compte de ce fait 
important par Tetude d'un probleme simple. 

Probleme. — Un cadran circulaire est 
divise en 2 n parties egales, peintes alter- 
nativement en blanc ou ennoir ; tine aiguille 
est mobile autour du centre du cadran et est 
lancee avec une force suffisante pour faire^ 
avant de s^ arret er y plusieurs fois le tour du 
cadra7i; quelle est la pro babilite pour qu'elle 
s'arrete en face d'une division blanche du 
cadran ? 

On remarquera que Tenonce ne mentionne pas 
la position initiale de raiguille ; le resultat est en 
effet, sensiblement independant de cette posi- 
tion grace a rhypothese sur la force aveclaquelle 
est lancee Taiguille ; si celle-ci avait un elan tres 
faible, ne lui faisant parcourir que deux ou trois 
divisions, il n'en serait pas de meme. 

Designons par 6 Tangle total dont tourne Tai* 
guille ; cet angle augmente de 2 - a chaque tour 
complet du cadran ; d’apres Thypothese, il de- 
passe toujours les premiers multiples entiers de 
2 -. Supposons que ce soit toujours une meme 
personne qui lance Taiguille : nous pourrons de- 
signer par CD (9) d^ la probabilite pour que Tangle 
total dont elle tourne soit compris entre 9 et 9 + 
d%\ la fonction cp (9) est nulle lorsque 9 est infe- 
rieur a stc, puisque Taiguille fait toujours plus 
d’un tour ; elle sera nulle aussi lorsque 9 depas- 
sera lOO tc, si Ton suppose que la personne qui 
lance Taiguille, en employant toute sa force, est 
incapable de faire faire k Taiguille plus de 
50 tours; lorsque 9 sera compris entre 2 tc et loor, 
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nous ne ferons sur la fonction o (S) que des hypo- 
theses de corJinutte: ces h^'potlieses sont natu- 
relles si I'on suppose Tappareil bieii construit au 
point de vue ds Tsgalite des resistances passives 
qui rfileatissent le mouvement de Faiguille ; si, 
par suite d'une defectuosite de Tappareil, une re- 
sistance plus grande se produisait dans le voisi- 
nage d'liae certaine valeur de 6, les arrets 



seraient plus frequents dans cette region et, si 
cette region correspondait a une division blanche 
du cadran, la probabilite pour I'arret en face de 
cette division se trouverait accrue. 

Notre hypothese sur 0 revient done a ceci ; la 
fonction 

peut etre representee par une courbe continue 
telle que celle que nous hgurons (fig. 12 ) ; on a 
d’aiileurs 

r 00 

/ o {x j dx J . 

J CO 

Nous avons figure cette courbe avec un seul 
maximum ; le raisonnement serait analogue s’il 
y en avait plusieurs, en nombre limite. Dans les 
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basant seulement sur la continuite, que le rap- 
port de la somme des aires couvertes de 
hacbures, dans la figure 12, a la somme des 
aires non hachurees, differe tres pen de Tunite, 
du moment que les ordonnees sont suffisamment 
nombreuses. La probabilite demandee est done 

egale • 

Ce resultat est fort interessant, mais son inte- 
ret ne doit pas masquer ce qu’il y a de conven- 
tionnel dans une introduction trop systematique 
des fonctions arbitraires. 

Du moment que ces problemes ont un sens 
concret, e'est-a-dire sont susceptibles d’une etude 
experimentale, la definition a adopter pour la 
probabilite elementaire, est une consequence 
necessaire de la technique experimentale adop- 
tee ; il n’y a done pas place pour une definition 
arbitraire. C’est dans certaines questions de pro- 
babilites des causes que Tartifice analytique de 
Poincare semble rendrele plus de services. 

L’attitude de Poincare, on s’en est rendu 
compte, n’est sceptique qu’en apparence ; si la 
definition de la probabilite continue ne lui parait 
pas absolument satisfaisante, e’est parce qu'il 
prefere toujours une certitude abstraite a une cer- 
titude concrete et, lorsque Ifintroduction de la 
fonction continue arbitraire lui a permis d’attein- 
dre ce degre superieur de certitude, il est satis- 
fait de ceprogres et ne s mquietepasde savoir si 
Lexces de ses exigences ne risque pas de conduire 
au scepticisme des esprits moins puissants que le 
sien, alors qu il ne les a temoignees que pour se 
dpijiipr joie intellectuelle de les ^atisfairer 
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DeSr.iticT.?. et exctr-D’.e> sisples. — 50. Formule de Bayes. — 
i j. ?rc Heine C'j roiet du triihenr. — 41. La probabilite des causes 
en "T'-'Tht.'i.rH. philologie, arcbeologie, etc, — 42. Les positions 
des'eii^iles e: la critique de Bertrand. — 45. Quelques mots sur 
les errenrs d'observation. 

38. — On a donne le nom de problemes depro- 
bah Hit is des causes a une categorie de pro- 
blemes dans lesquels on se propose, connaissant 
nn evenement, de determiner les probabilites 
d'evenements anterieurs inconnus, mais en rela- 
tion avec Fevenement connu. 

Ces evenements anterieurs ne sont pas 
d'ailleurs supposes entierement inconnus ; on 
suppose que Ton connait ce que Ton appelle leur 
probabilite a priori^ c est-a-dire la probabilite 
qu'ils auraient si Fevenement connu ne s’etait 
pas produit ; on se propose de determiner leur 
probabilite a posteriori^ c'est-a-dire apres cet 
evenement. 

Donnons quelques examples simples. 

PROBLEiiE I. — Deux times A et 'B renfer^ 
ment, Vtirne A: 3 bottles blanches et i noire; 
Vurne B, i houle blanche et 3 noires. On 
extrait une bottle d'une des times, choisie au 
hasard et on constate qu'elle est blanche; 
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Qiieile est la probabilite pour qiie Vurne choi- 
sie soit K"? 

Dans cet enonce, I’indication d'apres laquelle 
rurne est cJioisie an Jiasard, signiiie qiie la pro- 
babilite a priori e&t la mema pour Turne A et 

Fame B ; elle est done j pour chacune d’elies. 

Chacune des iirnes renfermant Is meme noiribre 
de boules, la probabilite d’extraire une qiielcon- 
qae des boules est la meme ; comme il y a 3 boules 
blanches dans A et i dans B, la probabilite pour 
que la boule blanche extraite soit Tune des boules 

de A est — ; telle est la probabilite demandee. 

On pent aussi raisonner comme il suit : imagi- 
nons 40 systemes de deux urnes A^, A g, ... A^^ ; 
B^, Bj, ... B^,3 couplees deux a deux, toutes les 
urnes A,- out la meme composition que Fume x\ 
et toutes les urnes B; ont la meme composition 
que Fume B. Supposons que Fon extraie une 
boule au hasard d’une urne de chaque couple 
choisie au hasard ; on peut presumer que Fume 
choisie sera A dans 20 des couples et B dans les 
20 autres ; or, si Fon extrait 20 fois une boule 
d’une urne dont la composition est A, Fhypothese 
la plus probable est que Fon obtiendra 1 5 blan- 
ches et 5 noires ; de meme on obtiendra 5 blan- 
ches et 15 noires dans les 20 extractions d’urnes 
B ; ce qui permet de former le tableau suivant 

20 extr. A donnent 15 blanches 5 noires 

20 » B > 5 ^ ^5 > 

40 > > 20 > 20 > 

On voit que les 20 extractions a5^ant fourni des 
blanches se decomposent en 15 provenantd’urnes 
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A e: 5 provenant d’urnes B ; la probabilite 
pour cue rune d'elles provienne d’une urn'e ul 

est 

pROBLiaiE II. — On a trots coffrets dont 
diacun a deux firoirs ; le premier coffret ren- 
ferine dans chaqiie tiroir une piece dPr, le 
second renferme une piece df argent et une 
ciece d*or et le troisihne deux pieces d' argent. 
On oiivre lun des tiroirs et on y troiive une 
piece d'or] quelle est la probabilite pour que 
Is second tiroir du mime coffret renferme 
une piece d’orl 

La question revient a la suivante ; quelle est la 
probabilite pour que le tiroir ouvert appartienne 
au premier coffret ? Or, trois tiroirs renter maient 
une piece d’or; la probabilite pour que Ton ait 

ouvert chacun d'eux est done -j, car ces 3 tiroirs 
sont supposes exterieurement identiq ues ; la pro- 
babilite demandee est done j puisqu’il y a deux 
tiroirs a piece d’or dans le premier coffret. 

PloblemeIII. — On a dix times dont V une 
A renferme 5 boules blanches et i noire^ les 
9 autres B renfermant chacune 2 blanches et 
2 noires. On extrait une boule d'une urne 
choisie au hasard et on constate qu'elle est 
blanche. Quelle est la probabilite pour que 
Fume choisie soit A? 

On ne pent pas ici raisonner aussi simplement 
que dans ies problemes precedents parce que les 
urnes B ne renferment pas le meme nombre de 
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boules qne Furne A ; on pent, par Femploi du 
plus petit multiple commun, etre ramene a ce 
cas. Rien ne serait cnange en efFet, si Fon dou- 
blait le nombre des boules de Fume A, en con- 
servant leurs proportions et si Fon triplait de 
iiieme le nombre des boules des urnes B ; Furne 
A renfernie alors lo blanches et 2 noires et cha- 
que urne B renferme 6 blanches et 6 noires ; ii 
y a en tout 10 -f- 6 X 9 = 64 boules blanches 
parmi lesquelies 10 sont dans A; la probabilite 
pour qu’une boule blanche etant extraite, Furne 

ait ete choisie est done 4^ == — . 

04 32 

39. — La solution generale des problemes de 
probabilites des causes analogues aux precedents 
est donnee par la formule de Bayes, que nous 
aliens etablir. 

Considerons n urnes parmi lesquelies que 
nous designerons indifferemment par A^ ont la 
meme composition et renferment une proportion 
de boules blanches ; de meme urnes ii^ren- 
ferment une proportion de boules blanches, 
urnes A;^ renferment une proportion p^ de 
boules blanches. Les n — ... -j- 

urnes etant supposees identiques exterieute- 
ment, on choisit Fune d’elles et on en extrait 
une boule, qui se trouve etre blanche. Quelle est 
la probabilite pour que Furne choisie soitFune 
des urnes A^ ? 

Nous supposerons que chaque urne renferme 
le meme nombre N de boules ; les urnes A, ren- 
fermeront chacune ^jN boules blanches \ les 


I . Le nombre N est choisi tel q,ue N, N soient des nombres 
entiers. 
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A-, en ren^ermeront diacnne p^N, etc., 
de> :r'‘e :e le n ombre total deboules blanches est 

f bC -m — ... -f- 'Ikp-k^^ 


parmi lesquelles arjpartiennent a Tune des 

orr.e? A^. La probabilite P, pour que la boule 
blarche extraite provienne d’une urne est done : 



On e:r:t souvent cette formule sous une autre 
Anne en posant : 


.... ?;i.- ™ 


La formule devient alors 


‘ f “T P^. -r >‘^pn^n 

La signincation des nombres rudest tres simple. 

Si Ton ohoisit une urne au hasard, la probabi- 
lite pour que Turne choisie soit de Tespece A, 
e<tn., puisquen,, est le rapport du nombre n^des 
urnes A, au nornbre total /i des urnes. On 
dira pour cette raison, que est la probabilite 
a priori .'e'est-a-dire avanttout tirage) pour que 
rurne choisie soit de Tespece A/, la probabilite 
que nous avons calculee est alors dite la pro- 
babilite a posteriori et la formule precedente 
est formule de Bayes. On peut la demontrer 
par le raisonnement suivant, ou Ton fait usage 
des tMoremes sur les probabilites totales et com- 
posees. 

Evaluons la probabilite pour que I’extraction 
donne une boule blanche extraite de ; nous 
evaluerons cette probabilite de deux manieres en 
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intervertissant Tordre des deux conditions aiix- 
quelles doit satisfaire la boule: i'' elle doit eirc 
blancne ; 2"' elle doit etre extraite de A^. 

1° La probabilite pour que la boule extraite 
soit blanche est une probabilite totale, car la 
boule blanche pent Mre extraite, soit des urnes 
soit des urnes etc. ; sa valeur est done : 

Pi^i + -i“ - -r prJ^n- 

D’autre part, la probabilite pour qu’une boule 
extraite, lorsqu'on sait qiielle est blanche, pro- 
vienne de A, a ete designee par : la probabilite 
demandee est done 


2° La probabilite que la boule extraite pro- 
vienne de A^ est egale a sachaut qu’elle vieiit 
de Aj, la probabilite pour qu’elle soit blanche est 
; la probabilite demandee est done 

( 2 ) p,m,. 

En egalant les deux valeurs trouvees (i) et(2), 
on retrouvebien la formule de Bayes. Cette der- 
niere demonstration s’applique quelle que soit 
la nature des experiences dans lesquelles les 
probabilites sont mises en jeu; ce qui rend par- 
fois les applications difficiles, e’est F incertitude 
qui regne sur la valeur des probabilites a priori. 
Donnons-en quelques exemples. 

Problems IV, — Une time A renferme un 
nomhre inconnu de boules blanches ou noi- 
res ; on fait plusieurs tirages successifs, en 
remettant la boule extroAte apres chaque ti- 
rage; le result at de ces tirages est Vextrac-- 
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tion de r botdes blanches et de s boules not- 
res. Quelle est la composition la plus pro- 
bable de rurne? 

On est tentede repondre que la composition la 
plus probable esi telle que le rapport du nombre 
des boules blanches au nombre des boules 
noires est egal au rapport de r a s : mais ce resul- 
tat ne sera exact que si Ton fait sur les probabi- 
lites a priori des h3^potheses non seulementtres 
particulieres, mais variables avec les valeurs de 
r et s : e'est ce que montrera Tetude d’un exemple 
particulier. 

Supposons que Ton ait r = 2, 5“ = o, e’est-a- 
dire que deux tirages consecutifs aient donne 
des boules blanches, et que Ton sache quel’urne 
renferme 6 boules. On pent faire sur sa composi- 
tion 7 h^-'potheses que nous designerons par A^, 
A^, Ag, rhvpothese A* etant celle ou I’urne 
renferme 6 — k blanches et h noires. Dans cha- 
cune de ces hypotheses la probabilite d’extraire 
deux blanches consecutives est donnee par le ta- 
bleau suivant 


Aq 

6 blanches 0 noire 

^0=1 

A, 

5 blanches 1 noire 


A, 

4 blanches 2 noires 


A, 

3 blanches 3 noires 

> 

II 

1! 

A* 

2 blanches 4 noires 


A, 

I blanche 5 noires 

'■=(t)’= 

A. 

0 blanche 6 noires 

^,=0. 


i6 

±, 

36 

JL 

I 

3^ 
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Si done on d^signe par w .,, les 

probnbilites a priori de ces 7 hypotheses, ieurs 
pro';,, bi’iies a posteriori Pg, P.^, P^ sont 
donnees par les formules 

3 ^ 5 ) 

36’7t, 3 - -f- i6rrr_, — 97 ^^ -j- 4 fo.^ -j- 

25—. 

"t~ 25^1 ~ ^ 9 ^:; “t" 4^4 “T ^5 


^ 3^^o “b 25 % -f* ^ ^^2 ”f~ 9^3 “b 4^4 'T* ^8 

Pe-o. 

On voit qu’il est possible de determiner 
..., Tug de maniere que P^,, P,, .... Pg aient des va- 
leurs positives qiielco/iqiies dont la somme soit 
egale a Tunite (on a forcemeat Pg == o, car si 
Ton a extrait des boules blanches, on rfest sure- 
ment pas dans le cas ou I’urne ne renferme que 
des noires), 

II est done necessaire de faire des h^^potheses sur 
71 )^, TUg, c"est-a-dire de completer I’enonce. 

Une hypothese plausible consistera a supposer 
ces probabilites a priori egales entre elles, e’est- 
a-dire f-i admettre <iueles 7 composition^; possibles 
sont representees par 7 urnes entre iesqueiles on 
choisit au hasard ; cette h^^pothese donne : 



Une autre hypothese consisterait a admettre 
que Turne a ete remplie au moyen de tirages 
effectues dans une urne renfermant en proper- 
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tions egales des boules blanckes at noires 
alors d’apresle triangle arithmetique : 


Wq — 

W zz: TUg m 

Wj zi; “ 


04 

04 

JL5 

04 


20 



et par suite, on obtient 


112 ’ 112 




P.zr 


4^ 

112 

I 

112 


_3 

I] 


On voit que ce resultat differe beauco 
precedent; riiypotbese la plus probable ^ 
celle od Turne renferme 4 blanches et 2 1 
parce que la probabilite a priori de cette 
these est bieii plus grande que la probat 
priori de Tbypotliese oii Turne renter 
exclusivement des boules blanches. 


^o. — II est des cas ou revaluation de : 
babilite a priori est une simple affaire d 
elation ; le resultat est fonction de la vale 
est attribuee a cette probabilite. En vc 
exemple classique. 

pierro jouc u Vcccirto cvocc tifi ificofiti 
la premiere fois qti'il donna les cart 
tourne le roi^ Qnelle est la probabilit 
que le partenaire de Pierre soit trich 
profession^ 
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Dans la solution que Poincare donne de ce 
probleiiie, 11 adniet irnplici^emeni qu'un tricbeur 
de profession tourne le roi cliaque fois qu’i: en 
a roccasion. Bien qua je n’aie pas — plus que 
Poincare — frequence « le monde ou Ton triclie 
cette hypothese me parait assez pen vraisem- 
blable; un joueur konnete tonriie le roi en 
moyenne une fois sur huit; il parait difficile 
qu’un individu a qui pareille bonne fortune arri- 
verait a ckaque coup n’attire pas rapidement 
Vattention; un trickeur, d’ailleurs, preferera 
varier ses mo 3 ''ens d’action, et, en tout cas, ne 
ckerckera pas a forcer le sort Icrsque celui-ci 
lui sera spontanement favorable. II senible done 
que Ton se rapprocke de la verite en evaluant 

a - , par example, la probabilite pour qu’un tri- 

4 

ckeur retourne le roi, alors que cette probabilite 
est \ pour le joueur konnete. 

o 

Designons par la probabilite a priori pour 
que le partenaire de Pierre soit trickeur; la pro- 
babilite a priori pour qu’il soit konnete est i — -Gy 
et la probabilite P a posteriori (e’est-a-dire apres 
qu’il a tourne le roi) pour qu'il soit trickeur est 

I 

— m 

p_ 4 _ 

I , I / V I ‘ 

Si m , e’est-a-dire si Ton suppose egales les 

probabilites a priori pour que Tadversaire de 
Pierre soit trickeur et pour qu’il ne le soit pas, 
on trouve 

-i- 

3 
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c‘es:-a-dire cue Tunique evenement observe 
aacrr.ente notaViement la probabilite. Mais 
I'on ob-erve "iistement que Pierre serait bien 
iraprudent d’enqager une parti e contre un parte- 
::aire de la moralite speciale duquel il aurait une 
aussi facheuse opinion; le fait que Pierre joue 
suppose qu'ii regarde m comme un nombre assez 
petit. Si M est petit, P difFere peu de 2m ; en tout 
Ccis d'ailleurs, P est inferieur a c'est-a-dire 
que la probabilite est tout au plus doublee par 
1 evenement observe: si le partenaire de Pierre 
est tel que m soil egal a i sur 100.000, P est egal 
k I sur 5 0.000, c'est-a-dire pratiquement aussi 
negligeable que tu; si Pierre est sur de son par- 
tenaire et suppose ^ == o, on a aussi P = o, c’est - 
a-d:re que revenement ne doit pas ebranler sa 
eonnance : les resu^tats du calcul sont conformes 
a ceux du bon sens. 

41 . — Les problemes de probabilites des causes 
.sont extremement varies et sont le plus souvent 
melanges a d'autres problemes de probabilites; 
on pourrait presque dire que dans tout probleme 
reel de probabilites se trouve une question de 
probabilites des causes. C'est ce qui se produn 
n-r^taniment a propos des applications de 
theorie des probabilites a ia statistique et aux 
questions d'assurances. 

Toutes les fois que la probabilite d'un evene- 
ment simple est determined par Texperience, la 
determination de cette probabilite est en realite 
un probleme de probabilites des causes. On a 
observe, par example, que le nombre des nais- 
sances masculines est environ 51 p. 100 du nom- 
bre total des naissances; ce resultat statistique 
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est confirme par les observations faites depuis 
un siecle environ dans les pa3's civilises, c'est-a- 
dire par des statistiques qui portent snr environ 
un milliard de faits ; on pent done se poser le 
probleme suivant : un milliard d'extractions 
efFectuees dans une urne de composition incon- 
nue ayant fourni 510 millions de boules blanches 
et 490 millions de boules noires, quelle est la 
composition la plus probable de Turne? Un cal- 
cul que j'omets montre facilement qu'il est 
extremement peu probable que Turne renferme 
autant de boules noires que de boules blanches, 
et ce resultat est, dans une large mesure, inde- 
pendant des li\'potheses sur la probabilite a 
priori des diverses compositions possibles de 
Turne, 

Get example montre la forme particuliere que 
prennent souvent les problemes de probabilites 
des causes. Cette forme est la suivante : Tel 
resultat est-il du au hasard^ qu a-t-il une 
cause! On a souvent fait observer combien cet 
enonce manque de precision; Bertrand a beau- 
coup insiste sur ce point : nous aurons Toccasion 
de citer les plus interessantes de ses observa- 
tions. Mais tout ce que Ton peut objecter au 
point de vue logique ne saurait erapecher la 
question precedente de se poser d’elle-meme 
dans bien des cas : la theorie des probabilites ne 
peut done refuser de Texaminer et d’y faire une 
reponse ; la precision de cette reponse sera natu- 
rellement limitee par le manque de precision de 
la question; mais refuser de repondre sous pre- 
texte que la reponse ne peut pas etre absolument 
precise, e’est se placer sur un terrain pureinent 
abstrait et meconnaitre le caractere qu’ont forc6- 
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les i:ppMca::ons des iiiatbematiqnes. 
: fournit, il es: vrai, une repoase preci 

..ujsdar. pr^icise; mais, pratiqcemen 
:i'v a jamais de question precise : les den 
r-iperimentales comportent forcement nn cei 
'su; la meme imprecision affecte done le n 
:2t dn calciil et la soi-disant precision tlieori 
meat absolue de ce calcul n’est qn'une ; 

Comms exemples de questions dans lesqin 
la cause est inconnue. on dans iesquelles le j 
hlhns est precisiraent de savoir s’ il y ^ 
cause, on pent citer un grand nembre de rec 
ches de pspchologie experinientale^ ; par ex 
pie. on constate cbez un certain nombre d'i 
vidus. la coincidence entre une particub 
piiysique et une particularite de nature psy 
logique; dans quelles limites peut-on en cone 
a une correlation reelle? 

Signalons aussi les questions fort nombre' 
que Ton pent se poser sur la langue d’un aut 
ebaque ecrivain a pour la longueur des mot 
des phrases des habitudes particulieres que 
pent traduire en nombres ; de telles remarc 
peuTent mettre sur la voie d’interpolations 
textes. Dans d’autres cas, on pourra se pose 
resoudre par la methods statistique des quest 
de metrique^. 

On a aussi applique les methodes de la the 

1, Voir cli. VIII. 

2. Les difScultes de ce genre de questions, et en meme 1 
Tutilite reelle de la tlieorie des probabiiites pour les resoudi 
^te signalees avec beaucoup de justesse par M. Daniel Serruys 
me note trop technique pour que je puisse Tanalyser ici : Le« 
ci'Cos toaiques d’Himerius et les origines du «c Cursus by2 
|!^eiajiges Louis Havet ; Philologie et linguistique, Paris, 1909 
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DOur cue leurs positions sur la sphere celeste 
k~:^ien: rapDrochees les unes des autres se calcu- 
lercnt d'apres les principes du 45. Si des lors 
fa:: eiatrer en lip’ne de compte le noxnbre des 
etoiles de grandeur deierminee. par exemple le 
noinbre de>- etoiles visibles a Tceil nu, ou avec 
telle lunette, on pourra calculer quelle est la 
probabilite pour quun nombre determine de ces 
etoiles soient situees a Tinterieur d’un petit cercle 
donne de la sphere celeste. S'il existe reelle- 
rnent un tel gruupenient dont la probabilite ainsi 
calculee soit tres faible, on sera autorise a pen- 
ser G ue ce groupement a une cause autre que le 
hasard, c'est-a-dire qu’il est forme d’etoiles reel- 
lement rapprochees dans Tespace. 

Bertrand fait a ce genre de raisonnement des 
objections qui ne me paraissent pas convain- 
cantes ; 

I3C Les Pleiades, dit-il*, semblent plus rappro- 
chees les unes des autres qu'il n'est natural, 
u L'asseriion est digne d’interet; mais, si Ton 
cj veut traduire la consequence en chiffres, les 
K elements font defaut, Faut-il, pour preciser 
w cette idee vague de rapprochement, chercher 
cc le plus petit cercle qui contienne le gxoupe? la 
a plus grande des distances angulaires? la somme 
c£ des Carres de toutes les distances? I'aire du 
G polygone spherique dont quelques-unes des 
cr etoiles sont les sommets et qui contient les 
ii autres dans son interieur? Toutes ces gran- 
G dears, dans le groupe des Pleiades, sont plus 
G petites quhl n'est vraisemblable. Laquelle 
a d’entre elles donnera la mesure de rinvraisem- 

l. Bertrah©,, Calml des Prohahilites^ p. I’jo. 
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<( blance? Si trois etoiles forment un triano-le 
« equilateral, faut-il faire entrer cette circons- 
« tance, assurement peu probable a priori, au 
« nombre de celles qui revelent une cause? » 

Ce que Ton traduit en chiifres, c est la proba- 
bilite pour qu'un groupement soil du au hasard; 
quoi qu’en dise Bertrand, le resultat numerique 
ainsi defini ne dependra que dans une tres faible 
mesure de la forme particuliere donnee a la defi- 
nition du groupement : plus petit cercle ie ren- 
fermant, ou polygone spherique convexe, etc. 
Pratiquement, on clioisira celle de ces definitions 
qui conduira aux calculs les plus simples. Ces 
calculs conduiront a un resultat tel que le sui- 
vant : le hasard produirait une fois sur 23 000 un 
tel groupement. Une fois ce resultat enonce, la 
theorie des probabilites a donne tout ce qu’elle 
pouvait donner et doit ceder la place a Tinduc- 
tion et a Thypothese, que Ton cherchera ulterieu- 
rement a verifier par d'autres methodes, si c’est 
possible. 

Disons un mot de la reflexion de Bertrand 
relativement au triangle equilateral que forme- 
raient trois etoiles ; elle se rattache a la question 
du nombre rond. Si Ton considere un nombre 
pris au hasard entre i. 000. 000 et 2.000.000 la 
probabilite pour qu’il soit egal a 1.34 2.5 17 est 
egale a un millionieme ; la probabilite pour qu’il 
soit egal a 1.500.000 est aussi egale a un millio- 
nieme. On considerera cependant volontiers cette 
derniere eventualite comrge moins probable que 
la premiere; cela tient a ce qu"on ne se repre- 
sente jamais individuellement un nombre tel 
que 1,542.317; on le regarde comme le type de 
nombres d’apparences analogues et si, en le 
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transcrivant, on mcdine un cliiSre, on s’en aper- 
coi: a peine et Von ne distingne pas 1.324 519 de 
I»32n.5i7 : le lecteur a besoin de faire un effort 
-'assurer cue Guatre nombres ecrits dans 



precedent ccmnie evaluation d*un angle en 
dixiemes de secondes centesimales, on ne songe 
pas a se poser la question de savoir quelle etait 
la probabilite pour que cet angle fut precisement 
egal a i3''q2^5i'^7 ; Ccir on ne se serait jamais pose 
cette question precise avant d’avoir mesure Tan- 
gle. II faut bien que cet angle ait une valeur et, 
quelle que soit sa valeur a un dixieme de seconde 
pres, on pourrait, apres Tavoir mesuree, dire 
que la probabilite a priori^ pour que cette valeur 
soit precisement telle qu'elle est, est un dix-mil- 
lionieme, et que c'est la un fait bien extraordi- 
naire. C’est un sophism e de ce genre qui viciait 
un systeme d’expertise fonde sur la mensuration 
des ecritures, systeme qui eut un moment de 
celebrite il j a quelques annees, pour des rai- 
sons completement etrangeres aux mathema- 
tiques. 

La question est de savoir si Ton doit faire ces 
memes reserves dans le cas ou Ton constate 
qu’un des angles du triangle forme par trois 
etoiles a une valeur 7 ^ema 7 'qtiable et est, par 
example, egal a Tangle du triangle equilateral 
(66°66''66^6), ou a un demi-angle droit : 50 grades, 
ou5.ooo.ooodixiemes de seconde. Voici ce que Ton 
pent dire a ce sujet : on doit se defier beaucoup de 
la tendance que Ton a a regarder comme rcmar- 
qiiable une circonstance que Ton n'avait pas 
precisee avant Vexperience^ ear le nombre des 





circonstances qui penvent apparaitre comme 
remarquables, a divers points de vue, est tres 
considerable b 

Or la valeur de Tangle determine par les nosi™ 
tions apparentes de irois etoiles est une fcnction 
compliquee des positions reelles des e:oile 5 et de 
la position de notre svsteme solaire ; le fait q ue 
cet angle serait precisement egal a 6 millions 
666.666 dixiemes de seconde centesimale ne doit 
pas paraitre plus remarquable que le fait qu’il 
serait dgal precisement a 1.234.567 dixiemes de 
seconde^ ce qui est aussi un nombre « remar- 
quable ou a 1,259.921, ce qui est un nombre 
ne presentant a priori rien de particulier. 

Au contraire, la question du groupement dans 
i’espace est une de celles qu’il est naturel de se 
poser a priori; la tbeorie des probabilites ne 
permet pas de la resoudre avec certitude, mais 
precise les consequences que Ton pent tirer des 
observations. 

Cette precision n’est pas inutile, car elle rem- 
place souvent d’une maniere beureuse les induc- 


I. Yoici un exemple simple de ce fait; considerons an nombre de 
quatre chiffres tels que 2.545 et supposons qu’on le decompose par 
la pensee en deux tranches de deux chiffres 25 et 45 ; on remarqus 
ici que ces deux nombres se terminent par le m^me chiffre 5, ce qui 
est une ctr constancy particuliere ; de meme pour 2.524, les deux 
nombres 25 et 24 commencent par le m^me chiffre 2 ; pour 2.552 les 
nombres 25 et 5a sont sym 4 triques ; pour 2.550 le second nombre 
50 est double de 25, pour 2.556, 25 et 36 sont les carres de deux 
entiers consdeutifs. etc. On en arrive ainsi aisiment k trouver pres 
de la moitid des nombres de quatre chiffres quelque chose de p&rti- 
cuUer, e'est Ik un petit jeu auquel on pent s’amuser en relevant les 
num^ros do voitures publiques ou de ■wagons, dans les cas assez 
frequents oit ces numeros ont quatre chiffres ; on serait port^ k 
croire, si Ton ne pr^cisait pas, que les numeros pariiculiers sont 
plus frequents que ne le voudrait la tbeorie des probabilites et k 
chercher la cause de cette frequence, 
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tions trop rapides du « bon sens Sans doute, 
ii n”est besoin d'aucun calcui pour savoir que la 
vole lactee est un amas exceptionnel d'etoiles, et 
ie calcui n’ajouterait pas grand’chose a cette 
impression. D 'autre part, il est des cas oil Ton 
sera conduit a ce resultat que la probabiiite d’un 
groupement est un tiers ou un quart ; la pre-- 
somption pour qu’il y ait une cause est ici trop 
faible pour que Ie resultat ait un interet : ii ne 
prouve rien. pas plus que le fait qu’un joueur 
d'ecarte a retourne une fois ie roi ne prouve qudl 
est un tricheur. Mais, entre ces deux cas extre- 
mes, celui oil la probabiiite du groupement par 
Ie basard est teilement faible qu'on a Tintuition 
qu elle est pratiquement nulle et celui oil cette 
probabiiite est assez dievde pour qu’on ne puisse 
rien conclure, ii est bien d'autres cas, ceux oil la 
probabiiite est comprise entre un centieme et un 
cent millieme, par exemple : le calcui de la va- 
leur qu'elle a entre ces limites n^est pas inutile 
et ie renseignement qudi fournit pent etre pre- 
cieux, quo! qu’en ait pu penser Bertrand. 

43. ~ Je n'insisterai pas plus longuement sur 
ies generalites relatives aux probabilites des 
causes; c’est en passant en revue les applica- 
tions de la theorie des probabilites que nous nous 
rendrons compte de Timportance et de la variete 
des problemes, Je signale cependant un cas tres 
important, sur lequel je ne reviendrai pas, car il 
exige des developpements mathematiques assez 
etendus, qui se trouvent dans un grand nombre 
d’ouvrages speciaux : je veux parler de la theorie 
des erreurs d^observation. Piusieurs observa- 
teurs, mesurant une longueur, out trouve des 
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resultats legerement differents entre eux; dans 
le langage que nous avons adopie. ces resuliats 
ont pour cause commune la vraie longueur de la 
quantite mesuree: c'est cette cause qu'il s‘agit 
de determiner d'apres ses effets, c'est-a-dire 
d’apres les mesures. Indiquons simplement que 
Ton est conduit a considerer coniine la valeur la 
plus probable de la quantite mesuree la moyenne 
aritbmetique des mesures. Cette regie de la 
moyenne donne lieu d’ailleurs a des objections 
analogues a celles que nous avons etudiees a 
propos des probabilites continues, et ces objec- 
tions se refutent de la meme maniere, en se pla- 
^ant sur le terrain concret. 

On a trouve, en faisant deux mesures, les 
nombres loo et 102, leur moyenne est loi. Mais 
on aurait pu se proposer de calculer le carre de 
la quantite a mesurer; tel serait le cas si la me- 
sure avait porte sur une surface ayant la forme 
d’un carre, dont on desirerait connaitre la super- 
ficie; le carre de 100 est 10.000 et le carre de 102 
est 10.404; la moyenne est 10.202 et differe du 
carre de loi, qui est 10.201. La difference est 
faible, il est vrai, et il en sera de meme toutes 
les fois que les erreurs serontfaibles, mais il suf- 
fit qu’elle existe pour que la regie de la moyenne 
ne puisse pretendre a la valeur absolue que lui 
attribuent ceux qui la deduisent de la theorie de 
Gauss. 

Telle est Tobjection. Elle ne me semble pas 
irrefutable ; Terreur de mesure est en effet indis- 
solublement liee avec la technique meme de la 
mesure et cette technique atteint directement 
line quantite d’espece bien determinee en fait, 
ici, une longueur. S’il s’agissait du volume d un 
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cube forint d’lme substance bomo^ine, de den- 
site connu®, on pourrait i'atteindre de deux ma- 
ni6res^ an mesiirant Tarfete ou en pesant le cube; 
dans le premier cas, la regie de la moyenne 
devrait s'appliquer aux longueurs mesurees, et 
dans le second cas, aux poids (ou aux volumes 
qui leur sent proportionnels) ; il serait deraison- 
nable de vouloir^ avant de prendre la moyenne^ 
remplacer les longueurs par leurs cubes om les 
volumes par leurs racines cubiques. 
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LAPPLICATiON DES LOIS DU HASARD 




CHAPITRE V 


LES SCIENCES SOCIOLOGIQTJES 
ET BIOLOGIQUES 


44. Les applications des lois du hasard et la classification des sciences 
d'Auguste Comte. — 45. Les rapports statistiqnes et les coeffi- 
cients de probabilite. — 40. Les assurances et ractuariat. — 47. 
Xe sophisme du tas de ble. — 48. La langage et les verites statis- 
tiques. — 49. Qualques problemes pratiques et les verites statis- 
tiques. — 50. La vente an detail et la statistique. — 3,1. La portee 
geneiale des verites statistiques. — 5s. Quetelet et les combes 
binomiales. — 53. L’homme mo^^en; la critique de Bertrand. — 
54. La taille d’un grotipe humain. — 35. La definition precise de 
la taille moyenne; la critique de Poincare. — 36. Les problemes 
statistiques de revolution; les lois de Mendel. — 57. La Biorae* 
trique et les series normales. — 58. Probleme general du scliema 
des urnes. 


44, — C’est dans les sciences les plus complexes 
que les lois du hasard ont ete le plus ais^ment 
applicables et le plus rapidement fecondes. II 
est done k la fois conforme a Tetat actuel des 
sciences et a Tordre historique d’etudier les 
applications scientifiques des lois du hasard dans 
un ordre oppose a celui dans lequel Auguste 
Comte a range les sciences ; tout d’abord, socio- 
logie et biologie, ensuite sciences physiques et 
enfin sciences mathematiques, 

45. ■— Les phenomenes sociaux les plus impor- 
tants sont les phenomenes demographiques ; il y 
a plus d’un siecle que dans les pays civilises on 
a compris Tinterfet qui s’attache a T etude statist!- 

^ 119 € 



LE MASARB 


que precise de ces phenomfenes ; ces statistiques 
sent plus ou moins detaillees suivant les pays ; la 
plupart des grandes villes sont a cet egard en 
avance sur le pays auquel elles appartiennent ; 
les naissances sont etudiees d'apres Tage des 
parents, les deces classes suivant Tage, suivant le 
sexe, les professions, les causes de maladies, etc. 

Certains auteurs distinguent les rapports sta- 
tistiques que Ton pent calculer au moyen des 
resultats statistiques ainsi publics, des coeffi- 
cients de probabilite qui se presentent, par 
example, dans Tetude du jeu de pile ou face ou 
dujeu de des. Cette distinction pent avoir Tuti- 
lite pratique de rappeler que les resultats de 
toute statistique comportent une certaine impre- 
cision et que par suite, les rapports deduits de ces 
resultats ne sont qu’approches, en raison d’abord 
de rimprecision des resultats, en raison ensuite 
du fait que les statistiques ne correspondent qu'a 
un nombre limite d’experiences, en raison enfin 
de cette circonstance que la matiere statistique 
elle-meme se modifie avec le temps. Mais, si Ton 
y reflechit, on constatera que ces caracteres se 
retrouvent a quelque degre dans tons les coeffi- 
cients de probabilite definis d’une maniere con- 
crete b Lorsque Ton admet que les six faces d’un 
de ont le m^me coefficient de probabilite, egal 
par suite a un sixieme pour chacune d’elles, on 


I. Bien entendu, on pent, comme certains auteurs I’ont propose, 
donner de la probability une dyfinition purement abstraite, comme 
on fait de la circonference en geometrie ou de la masse en m^canique 
rationnelle ; d’une teile definition, on pourra deduire des conse- 
quences logiques absolument rigoureuses ; mais lorsqu’on voudra 
appliquer ces consequences k un problcme reel quelconque, il faudra 
remplacer la probability abstraite par la probability concrete d*un 
pbenomene ryel. 
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se refere, soit a la precision supposee de la fabri- 
cation dn de, soit a des experiences en nombre 
limite faites sur ce de ou d'autres des supposes 
analogues ; on postule en outre que ce de se mo- 
difie assez peu par Tusage pour que les coeffi- 
cients de probability ne soient pas modifies. 

L'application des methodes de la theorie des 
probabilites aux rapports statistiques est done 
legitime ; il faut simplement ne pas oubiier que 
les consequences ne peuvent jamais avoir plus 
de precision que les premisses, et qu'elles en ont 
souvent moins iorsqu'elies sont separees de ces 
premisses par des deductions compliquees : ou de 
longs calculs). II convient done, dans I’etude des 
pbenomenes statistiques complexes, de n’user du 
calcul qu’avec moderation, simplement pourpre- 
ciser un peu les indications du bon sens. Sous 
cette forme modeste, Tetude des statistiques pent 
conduire a des consequences sociales interes- 
santes, dont la plupart s’enoncent sous forme ae 
correlations (nous reviendrons sur cette notion 
de correlation a la fin de ce chapitre). Par 
exemple, il y a correlation directe entre le 
nombre des deces des enfants ages de moins 
d’un an et le nombre des naissances Fannee sui- 
vante : ces deux nombres varient dans le meme 
sens. 

46. — Ce sont surtout les statistiques de d6ces 
qui ont 6 te etudiees d'une maniere serieuse, car 
e’est sur cette etude que repose toute Torganisa- 
tion des assurances sur la vie, dont on n'ignore 
pas I’extension tres considerable, on pent pres- 
que dire universelle, si Ton tient compte des lois 
qui organisent actuellement dans les pays civili- 

^ 121 ^ 



L£ MASAillj 

ses rks>iiraiice par TEtat au proiit ile loute la 
classe des travailleurs. En se boriiant anx entre- 
prises privees d'a^suTaiices, le metier 6 ^ actiiAirc 
cjiiiporre I'etude de iu mortalite pour la clientele 
speciale de ces entreprises, le calcul des primes 
qui resiiitentdu taux de mortalite pour les risques 
simples ou les risques multiples, de la majora- 
tion a exiger pour obtenir un benefice determine, 
des risques courus en raison des fiuctuatioBS qui 
se produisent dans la mortalite par rapport aux 
Bombres qui resulteraient de I application stricte 
des coefficients de prcb:.b:I:te deduits des tables, 
retablissement de la valeur du portefeuille d’une 
compagnie d’assurances a une epoque donnee, 
la valeur a attribuer a un contrat en cas de resi- 
liation, etc. L'actuariat est actuellement une des 
brandies les plus importantes des mathemati* 
ques appliquees; le developpement recent des 
assurances de route espece ne pent qdaccroitre 
cette importance ; il y a la un champ tres etendu 
d’applications pour la theorie des probabilites. 
L’eiude technique des methodes particulieres qui 
y sont employees ne preseste guere d'interet que 
pour ies specialistes ; je prefere insister sur d’au- 
tres applications sociales dela theorie des proba- 
bilites, moins precises sans doute, tnoins riches 
surtout en dividendes pour les actionnaires, mais 
peut-etre plus instructives en ce qui concerne le 
role de ia theorie des probabilites dans les ques- 
tions humaines, 

47. — II se presente dans bien des questions 
economiques un paradoxe que Ton peut rattacher 
a ce que Ton appelle dans les cours de logique le 
a sophisme du tas de ble » . Parmi les sopliismes 
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que nous out legues les GrecS; nul plus que ce 
« sophisme du tas de ble » n’a merite de traver- 
ser ies siecles ; ce ii’est point en effet un pur jeii 
d'esprit* mais bien un example topique d'une dif- 
ficulty frequente, tant dans la vie pratique que 
dans la speculation pure. 

Un grain de ble ne const! tue pas ii 7 i tas ; ni 
deux grains; ni trois grains d’autre part, si 
un million de grains sont reunis, on s’accordera 
pour dire qu’ils forment un tas. Quelle est la 
limiteexacte ? Devra-t-on dire que 2.342 grains, 
par exemple, ne forment pas un tas, tandis que 
2.343 grains en forment un? C’est manifestement 
ridicule. On ne voit aucun moyen logique de sor- 
tir de Timpassa ; il n’est done pas possible de 
savoir ce que e’est qu’un tas de ble. 

On pent x^arier de bien des manieres I’enonce 
du sophisme ; une classification de ces enonces 
ne sera pas inutile. 

Une premiere categoric est toute semblable au 
sophisme primitif : a quel moment de sa vie un 
enfant doit-il etre qualifie d’homme? Quelle est 
la limite qui separe une masure d"une maison, 
une maison d un palais ? A quel instant une serie 
de teintes savamment degradees passe-t-elle du 
gris au blanc, ou du vert au bleu? Une attitude 
possible vis-a-vis de ces questions consiste a les 
declarer completement denudes d’interet, vu qu’ii 
s’agit seulement d’une definition de mots, qu'on 
a le droit de regarder comme purement arbitraire. 
Nous dirons pour quelles raisons Cette attitude ne 
nous parait pas satisfaisante, mais il faut recon- 
naitre que, si e’etait la toute la portee du sophis- 
me du tas, il ne meriterait peut-etre pas une etude 
approfondie. 
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Une deuxieme categorie de questions pai 
ians doute plus importante. Je veux parle: 
cas Oil la distinction a etablir n'est pas nne si 
distinction verbale, mais entraine des consec 
ces pratiques. Les administrations resolvei 
general la question par une decision arbiti 
mais simple. Telle etait le minimum de i 
necessaire pour servir dans Tarmee, supp 
depuis pen ; tel est encore Tage de trois am 
dessous duquel les enfants voyagent gratuite: 
dans nos ckemins de fer. Mais lorsqu’on 
prendre une decision personnelle pour laq- 
on n’a pas prevu de regies administratives, c 
trouve quelquefois en face de difficultes d 
genre ; on veut loner une cliambre a cou 
et Ton aitacbe une importance particulie 
ce que le cube d’air soit suffisant ; on est 
decide a accepter une cbambre de loo mi 
cubes et a refuser une cbambre de lo 
cubes : quelle est la limite precise que 
fixera? Et quelle que soit cette limite, qu 
consentira a I’abaisser d'une fraction de ir 
cube si les autres conditions sont avantage 
et agreables? 

Enfin, dans une troisieme categoric, nous 
gei >ns des questions qui sont objectivement ; 
logues aux precedentes, mais qui en different 
jectivement en ce que, au lieu d’avoir a prei 
une decision personnelle au sujet du sopbis 
nous devons prevoir les decisions que prend 
un grand nombre de personnes, decisions < 
Tensemble a pour nous une grande importa; 
C'est le cas de tout com merman t fixant des 
de vente, de toute entreprise de transports m 
fiant ses tarifs, etc. La meme difficulte se ] 
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sente dans bien des questions de fiscalite, compli- 
quee par la discontinuite monetaire ; on augmente 
de un franc par hectolitre les droits d’octroi sur 
la biere ou le vin ; le prix du litre se trouve done 
augmente de un centime et le prix du quart de 
litre de un quart de centime, Le prix de vente 
au detail, prix qui ne pent varier que par multi- 
ples de cinq centimes, sera-t-il modifie? C’est 
en etudiant cette troisieme categoric que nous 
eluciderons le paradoxe economique dont nous 
voulons parler, et dont Tenonce ressort deja 
clairement des exemples que nous venons de 
donner. 

II serait facile de multiplier ces exemples ; le 
lecteur en imaginera sans peine un tres grand 
nombre; mais ceux qui precedent suffisent sans 
doute pour mettre en evidence la variete et Tim- 
portance des questions qui se rattachent au so- 
phisme du tas de ble ; je voudrais essayer de mon- 
trer que Ton pent donner a toutes ces questions 
une reponse parfaitement claire, si Ton y fait sys- 
tematiquement usage des principes de la theorie 
des probabilites. Ce sont en effet des questions 
mal posees, si Ton exige une reponse par oui ou 
par non ; la vraie reponse est un coefficient de 
probabiiite. 

48. — Reprenonsd'abordles questions les plus 
simples, oil la difficulte parait etre purement 
verbale. Elle le serait, en effet, s’il sagissait de 
creer une langue artificielle. On pourrait evidem- 
ment decider que, dans un certain volapiik, les 
mots « tas de ble » designent la reunion de i.ooo 
grains, mais ne s’appliquent pas a la reunion de 
999 grains. Une telle decision serait arbitraire, 
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ifiBh pcur qui admet la iegitimite de la 

creation d’un volapak n 

il ae s'agit point de la langue volapiik; 
c',j5t dans la langue francaise qudl s'agit de pre- 
ciser le sens des mots « tas de ble », et la frangais 
n’est pas une langue arbitraire, dont nous puis- 
sioEs disposer a noire gre. C‘est une langue qui 
nous est donnee comme un fait. 11 est d'ailleurs 
possible de discuter sur la nature precise de ca 
fait: les uns regardent le frangais comme deiini 
por les « boos » ecrivains, les autres par la con- 
versation des gens a cultives » ; d’autres enfin 
prendront un criterium plus deniocratique. Mais, 
quelle que soit la definition adoptee, a moins 
qu*on ne se refere a un dictionnaire parfait (ce 
qui ne serait possible que s'il existait an tel dic- 
tionnaire;. on est oblige, pour definirle sens pre- 
cis d'un mot, de faire appei a de nombreux te- 
rroi-gnages. C'est d'aiileurs par de nombreux 
examples que les meilleurs dictionnaires tachent 
de fixer le sens des mots : c'est leur seule ciiaiice 
d'echapper au cercle vicieux fondamental qui 
consiste a definir des mots par des mots. 

S'il s'agit done de definir un terme usuel, tel 
que ceiui de maison ou de masure, on sera sans 
doute d'accord pour accepter le temoignage d'un 
certain nombre de Frangais, sinon de tons. A ce 
point de vue, la solution du sophisme est facile. 
Qu’on imagine mille Parisiens defilant devant un 
immeubie a sept etages de i’avenue de TOpera ; 


I. J’ai a peine besoin de dire que je ne pretends pas r^sondre en 
passant la question si disentee de la creation possible d’une langue 
artilicielle viable. lime parait simplement evident que, da jourou 
ane telle langne serait viable, elle aurait preejs^ment, au point de 
Toe qiii nous interesse ici, les caracteres d'une langue naturelle. 
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ils seront tons d' accord pour le qualifier de inai- 
son, tandis qu’ils refuseront tons ce litre a line 
construction de pierre pouvant abriterdeuxlapins 
ettrois poules. Qu’il s'agisse maintenantd’un edi- 
iice intermediaire, les avis pourront etre parta- 
o'es: si 74S Gpinants sur 1,000 denomraent Tedi- 
fice maison, il sera raisonnable de coavenir de 
dire qua la probabilite pour qu’il soit une maison 
est 0,748, la probabilite contraire etant 0,252. 
Cette maniere de s’exprimer paraitra singuliere 
a bien des gens: a la reflexion, onse convaincra 
que c est la seule reponse raisonnable a faire a 
Targument de Zenon. 

II est d'ailleurs clair que si, au lieu de con sui- 
ter 1. 000 Parisiens, on avait consulte i.ooo habi- 
tants d'une petite ville, puis 1,000 paysans, la 
proportion des reponses eut ate differente ; il est 
necessaire de faire une convention precise pour 
que la definition que nous avons donnee ne prete 
pas a ambiguite; mais ces difficultes d' applica- 
tion n’ont rien a voir avec le principe de la tlieo- 
rie ; elles sont relatives a rindetermination forcea 
des definitions verbales ; aussi avons-nous hate 
d'arriver a des questions d'un interet plus reel, 
nous contentant d’avoir attire rattention sur ce 
fait que, dans les questions de langage com me 
dans beaucoup d’autres, il ny a que des veritis 
statistiques. 

49. ~ Un editeur entreprend une collection 
d’ouvrages, qui, pour des raisons commerciales, 
doivent 6tre a peu pres tous de la meme dimen- 
sion : 251 a 300 pages d'un type bien determine. 
Si done on lui propose un manuscrit devant don- 
ner 50 pages de ce type, ou devant an donner 500, 
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il n'hesitera pas a le refuser. 31 ais la difficul 
tas de ble se preseatera pour les cas int€ 
diaires. Si. pour preciser, nous admettonsq 
type adopte comporte en moyenne i .000 car 
res a la page, ies dimensions extremes cc 
pondent a un manuscrit de 250.001 a 300.00 
racteres ; faudra-t-il refuser un manuscrit q- 
renfermerait 250.000, ou 249.999, ou 249.95 
c’est le probleme du tas de ble. 

On peut imaginer bien des manieres de r* 
dre pratiquement la question : il ne sera pas 
tile d"en enumerer quelques-unes, car si la 
culte essentielle reste la meme. elle se presei 
sous des formes diverses et instructives. 

Une premiere solution est cc administratr 
Avant de lire le manuscrit, Tediteur le fait <c 
luer par un de ses emploj^es ; celui-ci doi 
indiquer le nombre exact de pages qull sup 
devoir etre fournies par le manuscrit ; si V 
luation est inferieure a 25 1 ou superieure k 
le manuscrit ne sera pas accepte, du moins 
sa forme actueile. Nous supposons, bien ente: 
que Femploye charge de revaluation est cons( 
cieux et incorruptible ; mais il serait contrair 
bon sens de le supposer infaillible. Quelk 
alors ia situation d’un auteur dont le manu; 
compte 249.999 caracteres, ou 250.000, ou 250.* 
Si Femploye charge de I'evaluation est tres 
bile, ily a une chance sur deux pour qu 
manuscrit soit accepts, telle est ia reponse 
else que Ton peut faire. Car, si habile qu’il i 
il ne pourra pas 6viter de commettre une en 
de quelques unites (et meme de quelques cer 
nes d’unites) , en plus ou en moins ; le supp< 
tres habile ne peut done avoir qu’un sens : il 
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aiitant de chances po:ir qu'il sc trompe eii plus 
que pour qiiil se trompe en moms ; c'est pre- 
cisement ce que nous exprimons en disant qu’il 
y a une chance sur deux pour que son evaluation 
soit favorable a haute ur. 

Pour continuer Tetude de la question, il fau- 
drait faire intervenir Texpression mathematique 
de la loi des ecarts et supposer que Ton connait 
i'ecart mojen (c’est-a-dire I’erreur moyenne com- 
mise dans son evaluation par remploye; cette 
erreur depend evidemment a la fois de I'habiiete 
de hem ploy e et de la regularite plus ou moins 
grande du manuscrit). Je n’entrerai pas dans le 
detail des formules; je me contenterai d’enoncer 
le resultat evident sans formules pour quiconque 
a suivi nos raisonnements ; lorsque le nombre 
des caracteres du manuscrit decroit unite par unite, 
on peut calculerla probabilite pour qu’il soit eva- 
lue comme acceptable, etpar suite accepte : cette 
probabilite decroit lentement, dunemaniere con- 
tinue, et finit par devenir sensiblement egale a 
zero lorsque le nombre des caracteres est descendu 
au-dessous d’une certaine limite, qui depend de 
Thabilete de I’employe. En d’autres termes, sur 
i.ooomanuscrits de 250.000 caracteres, 5ooseront 
acceptes ; sur i.ooo manuscrits de 249.000 carac- 
teres, 450 peut-etre seulement sont acceptes..., 
sur I.ooo manuscrits de 230.000 caracteres, un 
seul peut-etre sera accepte. La discontinuity qui 
repugnait a I’esprit disparait dans la pratique : 
mais il faut admettre pour cela que, dans les cas 
douteux, la seulereponse raisonnable est un coeffi- 
cient de probabilite. 

Apres la solution c< administrative », disons 
quelques mots de la solution « esthetique ». Il 

^ 129 ^ 


hOv>SL. — a 



IE ffASjm 

s'agit d'un recuei! de vers, et la disposition t 
Tr.nh: : re :: d-*‘ ent:'r;:ne la connaissance e: 
du nombrede pages: il est d’aiilenrs possib' 
a tricher » en intercalant un certain nombr 
pa-res blanches, avec des litres et sous-titrei 
ries. Pourobtenir un volume presentable, 1 
teurjuge qu'il faut aumoins 120 pages « util 
le manuscrit ne lui en donne que 119 ; que 
t-il ? La reponse est encore ici un coefficiei 
probabilite, mais il s'y mele un element d'aj 
ciation litteraire. Suivant Fopinion qu’il a c 
valeur du texte ou de la notoriete de I’auteur 
diteur sera plus on moins exigeant sur la q 
tite de matiere; mais la probabilite pour 
accepte un nombre donne de pages decroitra 
tementen meme temps que ce nombre dimini: 
ici encore il n'y aura pas de saut brusque, ; 
decroissance insensible jusqu'a la probabilite 2 
aueun editeur n’aurait consenti a publier qi 
lignes de Victor Hugo en un volume de 3 fr 
On pourrait aussi imaginer une solution (c 
canique b ; cette solution serait la plus natu 
si les auteurs avaient Thabitude de donner a 1 
manuscrits la forme de ces feuilles de papier 
fore, qu’il suffit de confier a une machine a < 
poser pour que le livre soit cliche mecani 
ment, la besogne de Touvrier etant seulemei 
surveillance. Mais, pour ne pas anticiper et 
ter dans la realite presente, prenons un a 
exempie. Un tamis mecanique soigneuser 
execute ne laisse passer que les grains de s 
(ou de farine? qui sont au-dessous d'une cert 
dimension. Si nous designons cette dimen 
par 100, il est clair qu'un grain de dimensio 
passera toujours et qu'un grain de dimension 


nepassera : inais si la diinensioii da grain 
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car:a:ne:i:ent pas de discontinuity brusque ; si 
Tod suppose cue les grains de dintensicn lOo pas- 
sent tons, il passera en outre une ira.uicn notable 
des grains de dimension loi, etc. La inaciiine 
precede au fond, exactement de la meme maniere 
que riaomme ; seul, Tecari moreen pent varier 
suivant la plus ou moins grande perfecrion da 
tamis, mais dans tons les cas, ce sont les lois du 
calcul des probabilites qui regissent ies varia- 
tions : il ny a jamais demarcation absolue, mais 
to u; ours degradation insensible. 

Il est inutile de multiplier les exemples; tons 
nous conduiront a la meme conclusion : dans toute 
question dont la solution exige que nous iixions 
« le nombre de grains deble qui ferment un tas b, 
nous sommes dans Timpossibilite de donner une 
reponse autrement qu'en examinant un grand 
nombre de cas et en interrogeant les moyennes ; 
le calcul des probabilites seul nouspermet de sor- 
tir de Timpasse logique ounous accule le raison- 
nement par continuite. 

On pent d’ailleurs distinguer deux formes dif- 
ferentes de la question ; dans les exemples que 
nous avons examines, nous avons suppose que 
Ton s’est fixe a priori une regie ; mais ies faits 
ne s’assuj ettissent pas exactement a la regie, qui 
se trouve n’avoir qu’une valeur relative ^ : elle 

I. Il en est ainsi, meme dans les circonstances on Ton a cherclil 
k dcarter le pins possible les cas douteux par nne rdglementation 
administrative. Je ne parle pas de la gratuite de parcours sur les 
chemins de fer pour les enfants de moins de trois ans : car pen de 
parents ont les scrupules du pere de famille dont nn iiumoriste 
Tapporte qu"il tirait la sonnette d’alarme k la seconde precise ou son 
jhfant atteignait lage de trois ans, afin de payer sa place pour le 
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deiermine la moyenne. Dans d'autres c 
T'ourra arriver que Ton ne se fixe pas de re 
criorL mais que Ton deduise la regie mo] 
des fai:s eux-memes. Par exemple, Icrsqn 
v^u: acheter un meuble. on n’a pas toujour 
idee absolument arretee des dimensions qui 
desire : cependant. il est certains modele: 
Ton ecartera surement comme troppetits, e 
tains que Ton ecartera surement commc 
errands. En fait, si Ton volt beaucoup de me 
et que Ton note ceux dont les dimensions p< 
s ?nt acceptables, on constatera que ces dimen 
se repartissent autour d’une certame moy^ 
suivant des lois deja rappelees. Dans un 1 
modeles de meme dimension, que Ton exam 
a des instants differents, on en regardera co 
acceptable une proportion d’autant plus faibi 
la dimension commune s’ecartera davantag 
la moyenne. 

50. — Arrivons enfin au cas le plus free 
et le plus important, et qui, pour ces motifs 
sou vent discute, mais presque toujours san; 
cun esprit scientifique. li s’agit des repercus: 
economiques de variations de prix tres fa 
par rapport k I’unite monetaire. L’un des e; 
pies les plus caracteristiques est Finfluenc 
prix de vente en gros sur le prix de vente ai 

nombre de kilometres restant i parco^irir. Prenons le cas du mil 
ds taille qj.i fut exige poar itre declare apte au service milita 
est clair qae, pour celui dont la tailie diderait de queiques 
metres set plus on en moins de ce minimum, il y avait, qi 
consckn:ieuy q-ie Ton supposat le conseil de revision, seui 
die probabilite plus on moins grande d'etre accepte ou reforr 
d’autres tsrmes, un mime conscrit se presentant devant loo cc 
de revision differents, anrait ^te accepte par exemple 55 J 
refer me 45 
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tail. C'est presqneun axiome poor certains publi- 
cistes que si le prix du gros diminue tres pen, 
cet:e diminution correspondant a une fraction de 
centime dans le prix du detail nepourra pas etre 
rea.lisee praticuement, c est-a-dire que le prix du 
detail nc carter a pas. Lorsque cette these est 
developpee dans un article de iournal, eile est 
souvent accompagnee de considerations sur ies 
avantages que presenterait Tusage courant des 
pieces de un centime. Mais tenons-nous-en a I’af- 
firmation elie-meme. Son absurdite ressort avec 
evidence de I'argument du tas de ble : si le prix 
du gros baisse chaque semaine d’une meme quan- 
tite. correspondant a un demi-centime sur le prix 
du detail, an bout de Tannee la baisse du prix de 
detail devra atteindre 26 centimes ; il est bien 
certain que les plus pessimistes accorderont que 
cette baisse aura etc, au moins partiellement, 
realisee. II y aura done eu au moins une semaine 
dans I'annee oil la diminution theorique de un 
demi-centime aura entrain© une diminution pra- 
tique de cinq centimes. 

Avant d'ailer plus loin, il est necessaire de re- 
pondre a une objection qui se presentera certaine- 
ment a certains esprits. « Sans doute, dira-t-on, si 
ies diminutions de un demi-centime se succedent, 
il arrivera bien un moment ou leur accumulation 
determinera une baisse de cinq centimes; mais 
e'est seulement lorsque le total des diminutions 
successives aura attaint effectivement cinq cen- 
times. Il reste certain qu'une diminution d’un 
riemi-centime est sans effet; dix diminutions de 
un demi-centime produisent seules un resultat 
appreciable. » 

L’argument est spedeux, mais il suffit de I’exa- 
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r:”r r vl’un tjeu pres pour se coiivaincre quil est 
r-' :i .-ren.ent v:Je. Ce qui irriporte, cest Felfet 
pro.I'ait, en ane semaine determinee, par la di mi- 
nut: tn de an demi-centime qui se produit cette 
5en:r:ne-Ia : cet effei est une baisse de cinq cen- 
Qne cette baisse de cinq centimes ne soit 
pas due iiniqucment a la diminution de un demi- 
centiine. c'est ce que personne ne songe a contes- 
ter: ede a certainement beaucoup d'autres causes, 
parmi lesquelles les diminutions anterieures doi- 
vent etre specialement mentionnees; mais le fait 
sin: pie qui n’est pas contestable est le suivant : la 
diminudon de un demi-centiioe a ete, dans des 
conditions detenninees, la cause immediate de 
la baisse de cinq centimes : si la diminution ne 
s'etaitpas produiie, la baisse n'aurait pas eu lieu. 
Cette constatation nous suffit. II n'est pas neces- 
saire, en effete de pousser bien loin I’analyse pour 
se rendre compte que ces conditions determi- 
nees, dans lesquelles une diminution de un demi- 
centime produira une baisse de cinq centimes 
prodiiiront precisement mie fois stir dix ; en 
d'autres termes, la probabilite pour que la baisse 
se produise est un dixieme, lorsque la diminution 
est precisement le dixieme de Funite monetaire 
qui fixe le minimum de la baisse possible. 

Cet enonce n’est d’ailleurs pas purement theo- 
rique ; en pratique, dans une grande ville ou 
dans un pays, une meme marchandise n’est pas 
vendue partout le meme prix, pour des raisons 
tres diverses ; il arrivera done que la baisse se 
produira dans la dixieme partie environ des ma- 
gasiiis de detail F 

I. que Je ne pnisse entrer ici dans tons ies details de cet 
Ifeonomiqae, il eat necessaire que je pr^Tienne un malen- 
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II se passe un plienomene analogue lorsque le 
prix d’une marchandise diminue brusquement ; 
une diminution, meme iegere, augmente le 
nombre des acheteurs : et Ton pourrait dans cer- 
tains cas 'lorsqu'il s’agit d'un train de plaisir, 
du prix d'entree a un spectacle, etc.) etablir la 
loi d’apres laquelle le nombre des clients aug- 
mente lorsque le prix diminue. Si le nombre 
total des clients est tres considerable, on constate 
que Taugnientation de ce nombre est sensible, 
meme pour une diminution insignifiante, de cinq 
centimes sur un prix de plusieurs francs. Et 
cependant, chaque personne prise individuelle- 
ment est convaincue que ce n’est pas un sou de 
plus a payer qui Taurait empechee de faire cette 
excursion et d'assister a ce spectacle. L’illusion 
s’explique naturellement ; pour chacun, la proba^ 
bilite de se decider diminue lentement, d'une 
maniere continue, a mesure que le prix aug*mente ; 
mais, une fois la decision prise, on s’imagine 
volontiers que la probabilite que I’on avait de se 
decider etait egale a Tunite, c’est-a-dire etait la 

tendu. Je me place dans le cas ou la qualite de I’objet vendn ne 
pent pas ^tre modifiee d’une maniere continue (vin additionn4 
d'eau, etc.). II faut alors admettre que le detaillant fixe le prix de 
rente en tenant compte a la fois du prix de revient, du benefice 
qu ii desire et des exigences de la clientele. li arrive done souvent 
qu’il hesite entre deux prix, par suite ii suffira quelquefois d’une 
ires legere difference dans les conditions de son hesitation pour faire 
pencher la balance d’un c6te ou de I’autre. II ne faut pas repondre 
k cela que le detaillant vend toujours « le plus cher possible » et 
que, comme on dit. I’acheteur est toujours « mis dedans » ; je ne 
fais point ici un plaidoyer en favour du commerce au detail qui 
preleve certainement un impot hors de proportion avec les services 
qu’il rend ; mais il faut reconnaitre que les mots « le plus cher pos- 
sible » n’ont aucun sens precis ; les bdnefices possibles ne sont paS 
illimit^s ; et la discontinuite mondtaire empeche qulls soient cons- 
tants ; ils ne peuvent qu’osciller autour d‘une moyenne ; il est done 
necessaire qu’ils diminuent parfois. 
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ce’-titiide. Des lors. si ron a rimpression qu’une 
circon^^-tance determinee aurait diminue legere- 
ment cette probabilite que Ton suppose egale a 
I'unite, on se figure qu'elle serait restee assez 
voisine de la certitude, c’est-a-dire pratiquement 
identique a la certitude. Cette illusion psycho- 
loadque provient done de ce que la decision prise 
reagit sur I’individu et acquiert rapidement une 
force qu’elle n'avait pas reellement. Ce genre 
d'illusion est frequent ; notre esprit est souvent 
en equilibre instable : il suffit d’une tres petite 
action exterieure pour rompre Tequilibre, et cette 
rupture d'equilibre entraine des consequences 
imporiantes, dont Timportance meme masque a 
nos yeux le fait que Tequilibre etait instable et 
que la rupture d'equilibre aurait pu se produire 
dans une direction opposee b Lorsque Ton regarde 
les choses du dehors et non plus du dedans, on 
peut observer effectivement le phenomene de 
rupture d'equilibre, sans que Tiliusion psycho- 
logique intervienne : on peut ainsi se rendre 
compte par la statistique de Teffet produit par une 
tres faible variation de la probabilite, lorsqu’elle 
s’applique a un grand nombre de cas. Je laisse de 
cote la question du privilege des chiffres ronds ; la 
baisse de 8 francs a 7 ff . 95 est psychologiquement 
plus importante que la baisse de 8 fr. 20 a 8 fr. 15. 

Des considerations analogues s’appliqueraient 
aux salaires et a bien d’autres questions, mais 
nous devons nous borner et conclure. 

I. Ct-zi peat etre rapproche de la definition qu"a donnde Poincari 
dn liasard : il y a hasard lorsqne de petites causes produisent de 
grands effets. la cause insignifiante n’est pas perjue, mais I’effet 
noas frappe et nous parait fortuit. Voir la l^evue du Mots dn 
10 mais 1^07, t. Ill, p. 357. 
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- L'idee qiie je voudrais degager de ce 
:Me, c’est que la reponse mathematique 
;r a bien des questions pratiques est un 
ent de probabilite. Une telle reponse 
itra pas satisfaisante a bien des esprits, 
ndent des mathematiques la certitude, 
une tendance tres facheuse ; il est extre- 
regrettable que Teducation du public 
e point de vue, si peu avancee ; cela tient 
ite a ce que la tbeorie des probabiiites est 
•es universellement ignoree, bien qu’elle 
chaque jour da vantage dans la vie de 
assurances diverses, mutualites, retraites, 
1 coefficient de probabilite constitue une 
tout a fait claire, correspondant a une 
absolument tangible. Certains esprits 
idront qu’ils « preferent » la certitude ; 
jfereraient » peut-etre aussi que 2 et 2 

notion de verite statistique devenait 
i a tons ceux qui parlent ou ecrivent au 
questions oil la verite statistique est la 
rite, bien des sophismes et bien des para- 
jraient evites. Beaucoup d'esprits, par 
excellents, s’imaginent qu’il n’est de 
[ue des verites particulieres, auxquelles 
ent le nom de faits : en debarquant 
res, fai aperpu trois Anglais dont 
? depass ait deux metres, ceci est un 
is c’est un fait sans interet, tandis que 
sition suivante : la taille moyenne des 
est inferieure d deux metres, n’ex- 
as un faity mais la moyenne d’un 
e de faits, et c’est vraiment une verite 
[ue. 
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52. — Cest Ouetelet qui, au milieu dn xix- sie- 
rle. a eii le Lfrand merite d'attirer Fatten tion sur 
” irter':lt que pouvait presenter la 

au puin. de vue de la tneorie des 
probab:!::es. des mesures eirectuees sur un groupe 
d'individus. Les recherches de Ouetelet sur la 
race huiriaine sent en quelque sorte un stade 
iatermediaire entre les applications sociologiques 
du calcul des probabilites et ses applications 
br'";l?r'icu€5.. 

Supposons que Ton mesure la taille d'un tres 
^rand nonibre de Fran^ais adultes ; si les mesures 
son: faites a un centimetre pres, on pourra tra- 
duire leurs resultats globaux en disant combien 
il s*en est trouve dont lataiile est i"”, 50, combien 
dont la taiile est i“, 51, 1^,52, etc. Si Ton porte 
en abscisse les tallies et que Fon eleve des ordon- 
nees egales au nombre d’indiridus possedant 
cette taille, les extremites de ces ordonnees decri- 
vent une courbe vulgairement connue sous le 
nom de courbe en cloche, presentant un maxi- 
mum unique et decroissant d'abord assez lente- 
men:, puis tres rapidement a partir de ce maxi- 
mum F On donne aussi a ces courbes le nom de 
courbes binomiales. dont voici la signification. 
Considerons les coefficients du binome de Newton 
pour une valeur donnee de Fexposant n 

(a -f = a^ + a„a^-^b + C; 4. ... 

et considerons une courbe (ou plutot un polygone) 
tel qu'a Fabscisse p corresponde Fordonnee Q ; 


I. L’eq^iation de cette courbe est de la forme 
f — — ■®o)* 

ctact ia Taleui de x qui correspond au maximum. 
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ce polygone sera dit binomial : si ron clioisit coii- 
venableiTient les unites de longueur pour les 
abscisses et les ordonnees, lepolyg'one binomial 
a pour limite. lorsque n augmente indefinimeni, 
la courbe binomiale. 

D'une maniere plus simple, on pent dire que 
les tallies mesurees satisfont aux memes lois que 
les erreurs de mesure; tout se passe comme si 
un meme homme, dont la taille serait egale a la 
moyenne, avait ete mesure un grand nombre de 
fois par des observateurs assez maladroits ou ne 
disposant que ddnstruments de mesure tres im- 
pa.r:aitsb 

Ouetelet a deduit de ces remarques fort impor- 
tantes des considerations dont quelques-unes 
sont critiquables, II est neanmoins fort injuste 
de ne voir que les exag-erations ou les erreurs 
de sa tlieorie de Vhornme moyen ; ily a, dans les 
idees de Quetelet, le g'erme des recherches bio- 
metriques qui ont pris une grande extension entre 
les mains de Francis Galton, de Karl Pearson 
et de leurs eleves. 

53. — Signalons cependant une critique de 
Joseph Bertrand ; Fhomme dont la taille est 
egale a la taille moyenne, le poids au poids 
moyen, etc., peut-il exister ? N’est-il pas un 
monstre? Voici deux spheres dont Tune a pour 
rayon i et la seconde pour rayon 3 ; si elles sont 


I. On pent dire aussi que tout se passe comme si a un jeu conve- 
nabiement choisi,une serie de parties devait amener un nombre de 
parties gagnees 4gal au nombre de cetitirnetres qui exprime la taille 
moyenne; si Ton jouait autant de. series de parties analogues qu’il 
y a d’hommes mesures, le tableau snr lequel on inscrirait le nombre 
de parties gagnees dans chaque serie serait absolument comparable 
au tableau sur lequel seraient inscrites les tallies. 
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forniees de meme matiere et si la premiere pese 
un gramme, la seconde en pesera 27. La « sphere 
movenne devrait avoir pour rayon 2, mojmnne 
en:re 2 et 3 et pour pcids 14, nioyenne entre i 
e: 27. 3iais, si elle est de meme substance que 
les deux premieres, au rayon 2 doit correspondre, 
ncjn le poids 14, mais le poids 8. La-geometrie 
ne permet ancune tricherie : la biologie sera-t-eile 
moins exigeante ? 

L^ob-'cction vaut d’etre retenue ; on observera 
cependr.Fxt que sa portee pratique est, en fait, 
moins grande que sa portee theorique. 

On donne le nom de series normales aux 
series de mesures qui se repartissent suivant la 
ioi dite loi de Gauss (courbe en cloche ou courbes 
binomiales) : cette notion joue un role tres impor- 
tant dans les recherches biometriques dont nous 
dirons un mot tout a Theure. Mais auparavant, 

voudrais insister un peu sur I’importance bio- 
iogique de la notion de verite statistique, 

54. — On a celebre recemment le cinquante- 
naire de XOrigine des Especes (1857), et le cen- 
tenaire de la Philosophie ^oologique (1809); 
en meme temps, on a beaucoup parle de la crise 
du transformisme. Mais cette crise est une crise 
de croissance ; il eut ete etrange que les idees de 
Lamark et de Darwin echappent a la loi natu- 
relle de revolution. Meme si j’avais la compe- 
tence necessaire, je n’aurais pas a discuter ici le 
detail des modifications proposees aux theories 
de revolution des etres vivants h Je voudrais 

I. Voir Fexcellent liTie d'Eticnne Rabaud : U Transformisme et 
F Experience fNouvelle collection scientijBqne, Paris, F. Alcan) et Tou- 
trage snggestif de Li Damtec : la Crise du Transformisme (Ibid.). 
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simplement, d’un point de vue exterieur, cons- 
tater Tiinportance croissante qne prennent les 
reclierches experimentaies sur les especes ani- 
niales et vegetales et chercher quelles conclu- 
sions peuvent se degager de 1’ ensemble de ces 
recherclies et des methodes emplo 5 "ees. 

Observons tout d'abord qu’il y a, du moins en 
apparence, une contradiction logique entre la 
notion d’espece et la notion d’evolution. Une 
definition logique de Tespece doit en effet, semble- 
t-il, postuler la stabilite ; un certain groupe* 
d'animaux ne merite d'etre classe a part que si 
tons les animaux de ce groupe possedent certains 
caracteres communs, et si ces caracteres appar- 
tiennent aussi a leurs descendants. II est assez 
difficile d’etudier les caracteres consideres comme 
ibndamentaux par les biologistes sans entrer 
dans des details techniques et sans faire usage 
de figures qui n'ont pas leur place ici ; il nous 
sera plus commode de raisonner sur un caractere 
simple connu de tous, la taille par exemple. On 
sait que certaines races humaines sont de petite 
taille, comparativement a la race blanche. Dans 
quelle mesure la taille peut-elle etre consideree 
comme un caractere distinctif de la race ? Sup- 
posons que nous groupions dans une region iso- 
lee, telle qu'une lie eloignee, des adultes de race 
blanche ayant tres exactement la meme taille % 
i “,65 par exemple. II est bien certain que dans 
trente ou quarante ans, la nouvelle population 


I. J’emploierai cette expression vague de groupe afin de ne pas 
avoir h. discuter la notion d’espece, en opposition avec la notion de 
yariet4. 

a. Je fais abstraction ici, pour simplifier le discours, du fait que 
les bommes sont generalement de taille plus elev6e que les femmes. 
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adulte de Idle aura perdu ce caractere singulier ; 
la laid- d-?- ce!-:ain> individus sera superieure, la 
tadd" de >:ert:i:r.> autres sera inferieure a i"\ 65 ; 
lecar: en adu^ on en moins sera souvent de dix 
cei:i:u:'.r:!'es, peui-eire meme de quinze ou vingt 
ceatinvetres. Xous voyons en eitei tous les jours 
de.'- parents tous deux de taille mo3"enrie avoir 
des enfants de t.adile notablement inferieure ou 
nota blement superieure a la iiio\’'eniie. 

L^xanaen de ces premiers fails conduirait done 
a eette conriusicn : la taille de Tliomme- peut, 
d’une sreaeraiion a la suivante, eprouver des 
variaiions en plus ou en moins, qui atteignent 
assez frequemment une vingtaina de centimetres. 
Mats cette conclusion est evidemment inadmis- 
sible, sous cette forme du moins. Car, si une 
generation peut suffire a produire une variation 
de taille de vingt centimetres, deux generations 
produiraient une variation de quarante centi- 
metres,,.. cinq generations une variation d’un 
metre; une variation d'un mtoe par siecle con- 
duirait a dix metres en dix siecles : nous nageons 
dans Fabsurde. Le lecteur a deja apergu le defaut 
de nos raisonnements : nous avons confondu la 
variation individuelle avee la variation collective. 
11 est bien exact qiie la taille d'un enfant devenu 
adulte peut depasser notablement la taille de 
chacun de ses parents, mais ce fait ne se pro- 
duira que si la taille des parents est relativement 
peu elevee, par rapport a la taille de la race. On 
trouvera assez aisement des exemples de parents 
mesurant 1®, 60 doot le fils mesure i“, 80, on en 
trouvera plus difneiiement de parents mesurant 
80, dont le fils mesure 2 metres ; les tallies 
plus elevees encore seront absolument exception- 
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. De meme pour les tres petites tallies : le 
;isme et le nanisme sont manifestement des 
menes pathologiques, au meme titre qua 
les difformites exhibeesaussi dans les bar a-- 

oraines. 

peut resumer ces faits d’observation cou- 
)n disant que, si la taille des enfants depend 
ne certaine mesure de la taille des parents, 
pend bien davantag'e de ce que nous avons 
la taille de la race. Si les parents sont 
^ux tres grands, c’est-a-dire depassent de 
up la taille de la race, il arrivera le plus 
t que les enfants seront plus petits qu’eux, 
dire se rapprocheront de la taille de la 
)e meme, si les parents sont tres petits, 
nfants seront generalement plus grands 
La taille moyenne a laquelle nous pen- 
rsque nous disons qu'un liomme est tres 
>u est tres petit n’est done pas seulement 
iception abstraite de notre esprit ; e'est 
ilite, e’est meme un caractere apparte- 
chaque individu, au meme titre que sa 
taille. Nous ignorons en quoi consiste 
maniere precise ce caractere ; nous ne 
pas capables, en etudiant un seul repre- 
d'une race inconnue^ de determiner la 
oyenne de cette race, ni m^me de dire si 
sentant 6tudie est, par rapport a sa race, de 
ou de petite taille. Mais ce caractere n'en 
as moins et se manifeste dans le cas oil Tin- 
onsidere a une descendance; cette descen- 
md a se rapprocher de la taille de la race. 

Tout cela est bien banal, et je m'excuse 
are attarde ; mais peut-etre n’6tait-il pas 


HJ 


inutile d’in sister sur ce fait que la notion de la 
taille mojenne de notre race est pour nous une 
notion commune : car nous sommes ainsi encou- 
rages a surmonter lesdifncultes qui se presentent 
lDr:?qu‘on veut donner a cette notion une preci- 
sion scientinque rigoureuse. Ces difficultes sont, 
au premier abord, inextricables. Veut-on definir 
la taille moyenne des Frangais adultes ? II faudra 
d'abord preciser ce que Ton entend par un Fran- 
:;ais adulte : acceptons, puisqu’il le faut bien, 
une definition arbitraire : il s'agira des hommes 
nes en France continentale et y habitant, ages 
de vingt-cinq a trente ans, par exemple ; on choi- 
sira imjour determine, eton mesurera toutesles 
tallies, ce meme jour, a midi. On exclut done 
ceux qui habitent Tetranger ou qui y sejournent ; 
que faire alors de ceux qui passent la frontier e a 
midi ? ou qui naviguent pres des cotes ? ou de 
ceux qui accomplissent ce jour-la leur vingt-cin- 
quieme ou trentieme annee, ou de ceux qui sont 
malades ou mourants ? Les difficultes seraient 
aussi grandes. si Ton prenait en consideration la 
nationalite : que penser de ceux pour lesquels 
elie est contestee en ce moment meme, devant les 
tribunaux? Si Ton prend la taille des consents, 
tiendra-t-on compte des insoumis, des malades 
qui ne peuvent venir au Conseil de revision ? 

Ces objections sont logiquement insurmonta- 
bles, et cependant le sens commun ne pent s’em- 
pecher de les juger sans portee, presque pueriles. 
C’est le sens commun qui est dans le vrai centre 
la logique abstraite. II est dans le vrai tout 
d^abord pour une raison de fait. La taille d’un 
individu n'est pas un nombre arithmetique, tel 
que la racine carree de 2, qu’un mathematicien 
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calculer, s'il lui plait et s'il en a le loisir, 
lo, avec 10O5 avec un million de decimales 
,es ; c’est un nombre physique, difficile a 
rer avec une bien grande precision ; il varie 
eurs, pour un meme individu, suivant les 
[istances physiologiques (fatigue, marche, 

; prolonge,...) et, tout ce que Ton pent espe- 
rest de le determiner a un millimetre pres ; 
ndre a une plus grande precision n’aurait 
1 sens, de par la nature meme de Tobjet de 
isiire. II en est forcement de meme pour la 
moyenne, que Ton obtient en prenant la 
nne des mesures individuelles ; elle parti- 
de leur incertitude, et n^est connue, elle 
, qu’approximativement, Dans ces condi- 
il est aise de se rendre compte, sans que 
ayons a entrer dans le detail des calculs, que 
cssibilites d’erreurs dues aux imprecisions 
saires de la definition sont plus faibles que 
reurs qui proviennent de la nature meme de 
estion. En d'autres termes, le resultat final 
meme, quelle que soit la solution adoptee 
les cas litigieux dont nous avons cite quel- 
exemples. On pent done, en fait, negliger 
ction logique tiree de ces cas litigieux. 
die que soit la force de cet argument de 
1 ne satisfera peut-etre pas tous les esprits. 
3ut se demander, en eflFet, si un perfection- 
nt des methodes de mesure, et surtout i’em- 
['une technique physiologique precisi^nt la 
tion de la longueur a mesurer, ne permet- 
it pas de calculer la taille moyenne avec 
)recision beaucoup plus grande, de sorte 
es objections ecartees reprendraient leur 
r : les cas litigieux auraient une influence 
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mixiiine. il est vrai. mais accessible a la mesure. 
Devrons-nous pour cela renoncer a parler de la 
taille Tnoyenne ? Evidemment non, seulement 
nous devrons dire que cette taille ne nous est 
connue qu'a un millieme de millimetre pres, par 
exemple. Cela vaut toot de meme mieux que si elle 
etait entiereinent inconnue. C'est au point de vue 
abstrait du mathematicien, pour lequel les nom- 
bres sont consideres en debors de leur rapport 
avec la realite, qu une erreur d’un millieme de 
miHimetre est chose aussi grave qu’une erreur 
d'un kilometre : car si deux nombres a tt b sont 
differents, que leur difference soit tres grande ou 
tres petite, on pourra arriver a des deductions 
egalement absurdes si Ton pose a ~ b et si Ton 
transforme cette egalite par une serie de calculs : 
c'est a ce point de vue que s'est place Henri 
Poincare dans ses speculations sur la relativite 
de la connaissance. Mais quel que puisse etre 
I'interet metaphysique de teiles speculations, 
elles ne doivent pas etre melees a une question 
proprement scientifique ; dans une telle question, 
on ne doit pas coufondre Timprecision avec Ter- 
reur totale. Toutes nos connaissances pratiques, 
qu’elles soient vulgaires ou scientifiques, sont 
imparfaites, mais cette imperfection n’est pas 
incompatible avec la certitude. Si je conviens de 
faire un signal a midi, un observateur attentif 
sera certain de le voir en guettant cinq minutes 
d'avance et cinq minutes apres midi, si nos 
montres sont passables et out ete mises d’accord 
assez grossierement dans la matinee. Avec des 
chronometres de precision regies avec soin, on 
pourrait reduire a quelques secondes la duree 
du guet; dans tons les cas, la connaissance de 
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Fheure du signal projete est un renseignement 
precieux, bien qu'il y ait des difficultes inextri- 
cables a definir cette heure avec une rig'ueur 
absolue. De meme, ce serait un resultat positif 
de savoir, si Ton pouvait pretendre a une telle 
precision, que la taille moyenne d'un groiipe 
humainest comprise entre 653427 et i“,653429; 
la legere incertitude provenant de rimpossibilite 
d'une definition rigoureuse du groupe n'enleve- 
rait rien a la valeur absolue du resultat atteint. 

^5, — On congoit mainteaant en quel sens il 
peut etre possible de rapporter a un etalon fixe 
les variations d'une espece, cet etalon fixe etant 
determine par Tespece variable elle-meme. A 
cnaque instant cette espece se modifie ; certain 
individus naissent, d'autres devisnnent adultes, 
d’autres meurent ou emigrent en dehors du cadre 
des observations. 

Mais ces fiuctua.tions, si elles rendent logique- 
ment impossible la determination rigoureuse de 
la \mleur moyenne d’un caractere tel que la taille, 
sont cependantassez faibles pour que cette valeur 
moyenne puisse etre connue avec une tres grande 
precision, II sera done aise de se rendre compte 
si cette valeur moyenne est la meme ou non dans 
des groupes differents ou dans un meme groupe 
a des epoques differentes. Tel est le principe 
des methodes par lesquelles on peut tenter Fetude 
precise des problemes de Fevolution : elles sont 
basees sur Fetude statistique d’un grand nombre 
d’observations particulieres . Chaque observation 
individuelle est, en realite, depourvue d’interet ; 
e'est un fait, mais ce n’est point un fait scienti- 
fique, de savoir que la taille de tel individu est 


^ 147 € 



Lf- HASAHb 

de 75 : ce qui est interessant, c’est de savoif, 
siir 100.000 individus, combien il y en a dont la 
taille est de (ou, plus precisement, est plus 

voisine de 75 que de 74 ou de i“, 76). 

Le caractere essentiei de la connaissance 
scientiiique est de permettre la prevision ; on 
pourrait proposer comme ideal a la biologie de 
deduire de la connaissance parfaite des parents 
la connaissance parfaite de T enfant. Mais cet 
ideal est visiblement chimerique ; le simple 
fait que deux jumeaux peuvent etre de sexes 
difierents montre combien nous sommes loin 
de savoir seulement poser le probleme. Ce 
qui est tres remarquable, c’est que ce probleme 
insoluble devienne relativement simple lorsqu’on 
porte simultanement Inattention sur un grand 
nombre d’individus. x\ucun savant n’est en etat 
de dire si un enfant qui naitra dans quelques 
niois sera un gargon ou une fille, mais tous ceux 
qui s’occupent de demographie connaissent la 
proportion exacte entre le nombre des naissances 
masculines et des naissances feminines et sont 
scientifiquement certains que, Tan prochain, en 
France, il naitra un peu plus de gargons que de 
filles. Cette meme regularite se retrouve dans les 
phenomenes d’heredite auxquels on a donne le 
nom de phenomenes mendeliens, du nom du 
moine autrichien Mendel, qui en a signale les 
premiers exemplesh Elle se retrouve aussi dans 

I. Void en quoi consiste rheredite mendt^lienne ; certains croise- 
ments entre varietes difi’erentes donnent des produits (mitis) qtii ne 
se distingnent pas en apparence de Tune des varietes, ce que Ton 
exprime en disant que le caractere qui appartient a cette varietd est 
dominant; c’est seulement en croisant ces metis entre enx qu’on 
constate qu’ils n’itaient pas de race pure. Snpposons, pour un ins- 
tant, que les croisements entre "blancs et negres satisfassent aux lois 
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les valenrs moyennes d’un grand nombre de 
mesures analogues, telles que la taille de tons 
les conscrits : nul ne pent prevoir quelle sera 
dans vingt ans la taille d’un enfant qui a actuel- 

Talent trois ans; mais on pent prevoir quelle sera 
la taille moyenne d’un grand nombre de Fran- 
^ais de vingt- trois ans. 

La possibilite de prevision devient encore plus 
invraisemblable si Ton porte I’attention non sur 
les individus eux-memes, mais sur les germes 
innombrables susceptibles de devenir des etres 
vivants; par exemple, sur les grains de pollen 
des champs de ble de France; leur nombre ne se 
chiffre pas seulement par milliards, mais par 
milliards de milliards. Etudier individuellement 
chacun d’eux serait une tache surhumaine; ce 
qui est a la fois plus aise et plus interessant, 
c'est I'etude des proprietes globales de la recolte, 
et des modifications qu’apportent a ces pro- 
prietes les perfectionnements de la culture et 
i’introduction de nouvelles varietes de semences. 

En resume, certains problemes sans interet et 


de Mendel (c« qui n’est pas le cas) ; de mariages entre blancs et 
negiesses ou entre negres et blanches naitraient alors des mulatres 
en apparence identiques aux blancs. Mais si Ton croisait ces mulatres 
entre eux, on obtiendrait invariablement, sur i.ooo produits, le quart 
(enTiron) soit 250 blancs purs, le quart (a^o) negres purs et la moitie 
(500) mulatres, c’est-a-dire en apparence blancs, mais que Ton 
reconnaitrait ^tre mulatres a ce que les produits de leurs croisements 
mutuels suivraient la loi que nous venons d’indiquer, tandis que les 
blancs purs auraient des descendants exclusivement blancs. En fait, 
les choses ne se passent pas ainsi dans ce cas-la, mais il existe des 
especes animales ou vegetales pour lesqueUes on peut faire une 
narration tout a fait analogue; il suffirait, par exemple, de rem- 
placer, dans ce qui precede, les blancs par des tomates k chair rouge, 
les negres par des tomates k chair jaune, et les mulatres par des 
tomates k chair rouge mdtis (de race non pure), ne se distinguant des 
tomates k chair rouge proprement dites que par leur descendance. 
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pratiquement insolubles pour les individus con- 
Guisent a des recberches utiles et a des lois 
scientifiques lorsqu'on envisage simultanement 
un nombre tres grand de cas, et que Ton porte 
Tattention sur les proprietes moyennes ou, 
comme on dit aussi, sur les proprietes statisti- 
ques. En matiere d’heredite, il n’est de lois scien- 
tifiques que des lois statistiques. 

57. — On a donne le nom de Biometriqiie a 
Tensemble desrecherches dans lesquelles sont uti- 
lisees des ensembles de mesures effectuees sur des 
etres vivants. Je ne ferai pas ici Thistoire de la 
biometrique, pour laquelle je renverrai a une 
substantielle etude de M. Vito Volterra^; j’ai 
deja cite le nom de Quetelet, qui fut un precur- 
seur et ceux des Anglais Francis Galton et Karl 
Pearson. 

Les problemes que se pose la biometrique 
sont de natures diverses; indiquons deux des 
plus importants : I’homogeneite des groupes et 
les correlations. 

Supposons que Ton mesure la taille d’un grand 
nombre de Franpais adultes : si Ton convient de 
considerer la valeur mo3’^enne des mesures 
comme la valeur exacte que devrait avoir la 
taille d’un Francais, nous avons dit que les 
« erreurs », c'est-a-dire les differences positives 
ou negatives entre cette valeur tbeorique et la 
valeur reelle se repartissent precisement suivant 
la « loi de Gauss ». Nous avons convenu 
d'exprimer ce fait en disant que Tensemble des 


I. Vito VoLTESBJi. Sur rapplication des mathematiques aux 
sciences biologiques et sociales {Revue du Mots du 10 janvier iqo 6 
L I, p. i|. ' 
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tallies des Frangais constitue une serie normale, 
Biologiquement, ceci coincide avec le fait que les 
Frangais constituent un groupe bioiogique suffi- 
samment homogene. 

Supposons que nous fassions la meme expe- 
rience dans une ville dont les habitants appar- 
tiennent a deux races differentes, les uns etant 
blancs et les autres. jaunes. Si Ton mesure tons 
les habitants adultes et que Ton note les mesures 
sans distinguer les races, on constate que la 
movenne n’a plus la meme signification et que 
le groupement autour de la moyenne ne suit pas 
de loi simple telle que celle de Gauss. II y a 
superposition de deux phenomtoes distincts, 
dont chacun suit la loi de Gauss, mais dont la 
somnie ne suit pas cette loi ; les tallies des blancs 
se groupent autour de leur propre moyenne sui- 
vant la loi de Gauss et de meme les tallies des 
jaunes autour de leur moyenne; la moyenne 
generale n'a aucune signification ; en particulier, 
il pent tres bien arriver que cette moyenne gene- 
rale ne soit pas la taille la plus frequente. Ceci 
correspond au fait bioiogique que les races 
sont distinctes, et ce fait, s’il n’avait pas ete 
connu, aurait pu etre decele par T etude des 
moyennes. 

Sans entrer dans des details dont Tetude appro- 
fondie meriterait a elle seule tout un ouvrage, on 
congoit comment I’etude experimentale de faits 
analogues a pu conduire a la conclusion generale 
suivante : le caractere biometrique intrinse-^ 
que des series norntales est la pur ete de la 
race. Je laisse de cote les commentaires nom- 
breux dont aurait besoin un-enonce aussi general ; 
bien des idee s auraient a dtre precisees, ce qui 
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est rc.iTaire du biologiste encore plus que du 
matbemaiicien; neanmoins, telle quelle est, cette 
theorie a prouve sa valeur scientifique en seren- 
dant utile par des applications pratiques. Je ne 
puis les mentionner toutes : je citerai toutefois 
les travaux tres interessants sur les orges de 
brasserie qui ont ete inaugures par M. lijalmar 
Xiisson au laboratoire de Svalof en Suede, et 
acclimates en France par 31. Blaringbem, dont 
les recberches personnelles ont ete des plus 
interessantes. On arrive, par Tapplication du 
caractare des races pares, a selectionner et a 
cultiver dans des regions etendues des races 
d'orge extremement pares, dont la fixite est tres 
appreciee par les brasseurs qui les emploient : 
on salt quels sont les avantages industriels de 
rhomogeneite de la matiere premiere. On trou- 
vera d'autres exemples dans le livre bien connu 
de M. Hugo de Vries Especes et Varietes^ . 

On voit com bien est grande Tirnportance de la 
tbeorie biornetrique de Thomogeneite; la theo- 
rie des correlations n’est pas moiii5 interes- 
sante, car elle pent donner la clef des princi- 
paux problemes de Fheredite. On effectue 
diverses mesures sur plusieurs individus d’une 
meme race, sur leurs parents et sur leurs colla- 
teraux; queiles sont les correlations de ces 
diverses mesures entre elles ? Par example, con- 
naissant la taille d'un individu, peut-on en con- 
clure quelque chose relativement a la dimension 
de Tavant-bras de son frere? On voit que le con- 
cept de cause s'elargit ici singulierement; on ne 
dira habituellement pas que la taille elevee d’un 


I. BiHioth^ue scieiitifi.que intemationale (Felix Alcan). 
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individu est la cause de la longueur de I’avant- 
bras de son frere ; cette extension de la notion de 
cause est parfaitement legitime au point de vue 
de la theorie des probabilites ’ . Je me bornerai, 
pour Tetude de cette theorie des correlations, a 
renvover aux travaux de Karl Pearson et de ses 
eleves,parus notamment dans les Proceedings 
of the RoyalSociety of London et dans le jour- 
nal special Biometrika. 

— Nous renverrons au chapitre IX, consa- 
ere k Tetude de la valeur scientifique de la 
theorie des probabilites, la discussion des appli- 
cations que Ton pent en faire a des questions 
de psychologie. Pour terminer ce qui est relatit 
aux 'Sciences biologiques dans le sens le plus 
general da ter me, je voudrais indiquer brieve- 
ment sous quelle forme mathematique on peut 
poser les problemes de probabiiite statistique. 

Pour ne pas intfoduire dhnutiles complications 
verbales, nous admettrons que Ton considere des 
series d'observations portant chacune sur le meme 
nombre de cas possibles (par exemple sur une 
population constantej ; dans chaque serie, on 
note le nombre des cas ou s"est produit Tevene- 
ment sur lequel porte Tobservation ; e’est ce 


I. Dans une conception enti<ferement d^terministe de Tunivers, il 
n’y a pas de cause au sens habituel que Ton donne k. ce terme : 
Tensemble de I’univers doit, a tout instant, etre regarde comme la 
cause de tous les evenemeuts passes, presents ou futurs ; il n’est 
pas en effet possible de modifier un seul pbdnomene sans modifier 
tous les autres, car il faut pour cela concevoir un autre univers, 
celui dans lequel nous vivons ne pouvant, dans cette bypotbese, 
etre confu autre qu’il n’est. On doit done, k ce point de vue entie- 
rement deterministe, remplacer la notion de cause par celle de cor- 
relation, qui s’applique egalement quel que soit Tordre de succession 
des phenom^nes etudids et leurs relations directes apparentes. 
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qu'on appellera les cas favor abies^ cette appel- 
lation etant consacree par Tusage (ce peuvent 
etre les nombres des naissances, ou des deces, 
ou de personnes atteintes de telle maladie, etc.), 
L'observation fournit done un tableau indiquant 
pour chaque serie, le nombre des cas favorables; 
on connait d’autre part, le nombre des cas pos* 
sibles. Le probleme general de la statistique 
matbematique est le suivant : 

Determmer un systhne de Ur ages effectues 
dans des times de composition fixe, de telle 
nianiere qua les resiiltats d'une serie de 
tirageSs inter prates a Vaide de coefficients fixes 
conv enablement choisis, puissent avec une 
ires grande vraisemblance conduire d tin 
tableau identique au tableau des observations. 

Nous donnerons au probleme ainsi pose le 
nom 6 .eproblhne du schhna des urnes.'Lety^e 
de la solution qudl pent recevoir est le suivant : 
on considere trois urnes U2, XJg, renfermant 
des boules identiques de forme, noires et 
blancbes, la proportion des boules noires etant 
respect! vement on fait dans Turne 

un nombre d’extractions egale a (en remettant 
ebaque fois la boule extraite), qui donnent 
boules noires, on extrait de meme, en tirages, 
^2 boules noires de U, et, en ag tirages, n.^ boules 
noires de le nombre des cas favorables est 
alors represente par la somme 

les coefficients \ ainsi que les nombres 

entiers a^, et les probabilites p^, p^^ p^ 

definissent le schema d’ urnes considere. 
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Nous devons nous contenter d’indiquer ici les 
diverses questions qui se posent a propos du pro- 
bleme general du schema des urnes. 

I® Ce probleme est-il possible? Comme il 
s'agit seulement d'un probleme d'approximation, 
ii est clair quil est toujours possible en suppo- 
sant le nombre des urnes suffisamment grand ; 
mais une telle solution ne serait pas tres satis- 
faisante ; pratiquement, on doit chercher a le 
resoudre avec des urnes en nombre minimum; 
dans les cas ou Ton pent y parvenir avec une 
seuleurne^ le probleme considere est dit normal; 
un cas interessant est celui oil deux urnes sont 
necessaires et deux seulement. 

2® Le probleme admeUil plusieurs solu- 
tions? Certainement, si Ton suppose le nombre 
des urnes assez grand; mais, dans bien des cas, 
il nV a qu’une seule solution simple^ et c'est a 
celle 4 a qu'on s'attache particulierement. 

3® Par quelle methode obtenir les solu-- 
Hons ? Je me contenterai de renvoyer a ce su'et 
aux travaux de Karl Pearson, bien qu’il ne pose 
pas le probleme sous la forme que nous lui avons 
donnee ; la question me parait d’ailleurs appeler 
de nouvelles recherches. 

Pour terminer ces rapides indications, je tiens 
a signaler fanalogie entre la forme que nous 
avons donnee au probleme du schema des urnes 
et la forme sous laquelle se posent les problemes 
de mecanique et de physique mathematique ; la, 
aussi, la premiere question est de construire un 
schema mathematique presentant avec la realite 
d'assez etroits rapports. Cette premiere question 
resolue, ou du moins partiellement resolue (car il 
y a souvent plusieurs solutions), le role du 
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mathimaticieii se borne k itudier les propri6tes 
du scliema obtenu, ce qui est un probleme de 
matli^matiqiies pmres; la comparaison des resul- 
tats obtenus ainsi avec Texperience et le deve- 
loppement des tWories que pent suggerer cette 
comparaison sont en dehors du domaine des 
mathematiques; car on doit, dans ces recherckes 
th^riques, ne jamais perdre de vue les r^alites 
et controler k cheque instant les idees nouvelles 
par I’observation et Texperience. Mais le r61e 
des mathematiques, pour 6tre limits, n’en est 
pas moins, dans bien des cas, fort important. 

I. Pour Vapplication do la m^thode da schema des umes a oa 
probleme biologique paiticolier, celui da sexe dans 1«bs accoacbo- 
ments doubles ; voir mes EUments de la thiorie des prohabiliUs^ 
n® 62, On arrive i cette conclusion que tout se passe comme si, 
38 fois sur 100 environ, le sexe de Tun des jumeaux dtait determine 
par le sexe de Tautie ; tandis qne 7a fois sur 100 environ, les sexes 
des deux jumeaux sont soumis aux mdmes lois de hasard que s’il 
s’agissait de deux naissances ind^pendantes Pune de Tautre. II 
serait interessant de se rendre compte si ces proportions sont celles 
memes dans lesqueUes se partagent les naissances doubles entre 
naissances provenant d’un mdme csuf on de deux csufi diffdrents. 
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no Les eai et la thiorie cinetique. — bo. la diffusion des gai. 

'^61 ^ probabUitds extifemement pet tes. - 6. Le 

« miracle^des singes dactylograpbes ». 
mol«naes gazeuses etla loi de MaxweU. - 64. 
d’apres Boltzmann. — 65. les fluctuations. — 66. Gibbs et la 
. mecanique statistique ». - 67. I’inditermination des donnees, 
base de la mdcanique statistique. — 68. Tirr^TersibUite et 1 objec- 
tion de Loscbmidt. — 69. La radio-activite et la statistique. — 
70 Autres applications de la statistique 4 la physique. 71. 
l-iquipartitiou de I’energie. — ya. La definition generale de 1 en- 
tropie par la probabiliti. — 7J. La thdorie des quanta et les pro- 
babilites discontinues. 


59. — 11 semble que les methodes statistiques 
ne puissent pas s'appHquer aux sciences physi- 
ques de la meme maniere qu’aux sciences biolo- 
giques, puisque la notion d’individu fait defaut. 
Un litre d’air ne se distingue pas d’un autre litre 
d’air comme un grain de ble se distingue d'un 
autre grain de ble; deux dynamos de meme 
construction fournissent des courants identiques, 
Les lois physiques ont precisement pour carac- 
tere d^exprimer des proprietes qui sont communes 
a une infinite d etres indiscernables entre eux. 
Cette maniere de voir a ete longtemps admise 
sans discussion. Ceux-1^ memes qui regardaient 
la matiere comme formee d’un trfes grand nombre 
de parties distinctes, atomes ou molecules, ne 
pensaient pas qu’il y eut lieu de considerer ses 
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proprietes comme la resultante statistique des 
proprietes des atomes. II semble que Tillustre 
phvsicien anglais Maxwell soit le premier a avoir 
introduit systematiquement les calculs statisti- 
ques dans I'etude des gazb Ce point de vue s’est 
montre tres fecond et c'est a lui que Ton peut 
rattaclier quelques-uns des progres les plus 
importants qui sont en train de bouleverser la 
physique. Nous ne pouvons songer a donner en 
quelques pages un expose de ces progres, ni 
des formes diverses sous lesquelles intervient la 
methode statistique; mais il suffit d’un exemple 
tres simple pour mettre en evidence les principes 
de cette methode. Tout lemonde sait qu'un gaz, 
enferme dans une enceinte, exerce une pression 
sur les parois de cette enceinte, tend a la dis- 
tendre si elle est elastique. Si nous gonflons un 
ballon avec de rii3"drogene ou avec du gaz 
d'eclairage, ce ballon ne se distend pas indefini- 
ment parce que la pression atmospherique exte- 
rieure fait equilibre a la pression interieure du 
gaz; mais si le ballon gagne des regions oii la 
pression atmospherique est plus faible, I’expan- 
sion nouvelle que pourra prendre le gaz augmen- 
tera le volume du ballon. Comment explique- 
t-on cette pression du gaz sur les parois, et les 
particularites qu’ elle presente? Par exemple, elle 
est la meme quelle que soit la direction de la 
paroi, c’est-a-dire que le plafond d’une chambre 
supporte la meme pression que le plancher, 
tandis que si Teau remplaqait Tair, il y aurait 
une pression sur le plancher, et non sur le pla- 


1. li convient de citer aussi les noms de Bernoulli, de Clausius et 
de Boltzmann. 
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fond, la pression de I’eau etant due a son poids. 

On se represente le gaz comme forme d’un 
nombre extremement grand de molecules que 
i'on regardera, dans une premiere approxima- 
tion, comme des spheres, des petites boules 
egales entre elles, qui sont dans une agitation 
perpetuelle, s'entrechoquent mutuellement et 
clioquent les parois un grand nombre de fois par 
seconde. 

Si Ton connaissait tres exactement, a un instant 
donne, les positions de toutes ces molecules et 
leurs mouvements reciproques, le probleme qui 
consisterait a pr avoir les mouvements ulterieurs 
serait un probleme de mecanique theorique- 
ment tres simple, bien que pratiquement inso- 
luble en raison du tres grand nombre des 
molecules. 11 n'est meme pas possible de songer 
a connaitre individuellement chaque molecule ; 
la vie humaine est trop courte : elle ne depasse 
guere un ou deux milliards de secondes ; un 
homme devrait penser a plusieurs milliards de 
molecules par seconde pour avoir pense, a la fin 
de sa vie, a toutes les molecules d'une petite 
masse gazeuseb 

II est done impossible de connaitre les vitesses 
des molecules qui choquent a un instant donne 
une certaine portion de la paroi ; e’est cependant 
a ces chocs qu’est due la pression exercee par le 
gaz sur cette portion de paroi, et I’experience 
nous apprend que cette pression reste la meme 
lorsque les conditions physiques ne sont pas 
modifiees- C'est done que les chocs, inconnus 


1. Voir mon article sur La philosopkie mathimatique et Pinfini. 
Hevue du Mots du lo aout 191s, t. XIV, p. 218. 
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dans le detail ne sent cependantpas complet 
inaccessibles a notre esprit : nous pouvon 
ver a connaitre avec precision le resultat 
de tons les chocs qui se produisent pendai 
fraction de seconde ; ce resultat depend 
valeur moyenne de certaines quantites d 
valeur exacte pour chaque molecule no 
forcement inconnue. Le resultat qu’expri 
loi physique est done, en definitive, un r« 
statistique. 

On a cree des methodes de calcul pern 
de prevoir ces resultats statistiques^ mo] 
de phenomenes trop nombreux pour queTa 
individuelle en soit possible; e’est par di 
statistiques que I’on tend a expliquer to 
phenomenes physiques et que Ton arr 
decouvrir des proprietes ignorees. Toute 1 
tistique est d’ailleurs seulement une loi 
chee; mais lorsque les individus sont 
nombreux que les molecules d'un gaz, V 
possible est beaucoup trop faible pour qu 
moyen humain d’investigation puisse la de 
tout se passe done comme si la loi app 
etait rigoureusement exacte. 

6o. — Examinons, par exemple, ce 
passe lorsque Ton met en communicatii 
une large ouverture deux recipients, A el 
meme volume, remplis de deux gaz differ 
la meme pression et a la meme tempe 
D’apres la loi d’Avogadro, chacun des rec 
renferme le meme nombre de molecules, r 
qui, pour les recipients de dimensions us 
est de Tordre de grandeur de io ‘^^, 
a-dire de plusieurs milliers de milliaj 
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milliards\ Uexperience montre que les chocs 
irreguliers des molecules ont rapidement rendu 
le melange des gaz pratiquement homogene, 
c'est-a-dire quHl est experimentalement impos- 
sible d'y deceler une heterogeneite appreciable. 
De ce fait experimental, on conclut, indepen- 
damment de toute hypothese theorique sur la 
nature des chocs, que, au bout du temps assez 
court necessaire a la diffusion, chaque molecule de 
Fun quelconque des deux gaz a la meme proba- 
biiite de se trouver dans le recipient A et dans le 
recipient B. Tout doit done se passer com me si, 
pour chaque molecule on tirait a pile ou face 
pour decider si elle doit se trouver, a un instant 
donne dans A ou dans B. Or nous savons que 
pour lo'^^ parties de pile ou face, Funite decimale 
d’ecart est e’est-a-dire cent milliards ; ily a 
done une chance sur lo pour qu'a un instant donne 
le recipient A contienne molecules de plus 
que le recipient B; ce nombre correspond a la 
fraction lo'^^du nombre total des molecules, e'est- 
a-dire au cent millieme de millionieme ; telle est 
la valeur de Fheterogeneite que Ton peut s’atten- 
dre a rencontrer dans un melange de quelques 
litres de gaz a la pression et a la temperature habi- 
tuelles. II est manifeste qu’elle est complete- 
ment inaccessible a la mesure experimentale. 
Ce qui est plus frappant encore, e’est la rapidite 
prodigieuse avec laquelle decroit la probabilite 

I. Sur ces divers points, voir le livre de M. Jean Pbbrin, les 
Atomes (Nouvelle Collection Scientifique). 

3. Bien entendu, on suppose ici que les molecules ne sont pas 
liees entre elles par groupes. de sorte que les probabilites de se 
troiaver dans A sont independantes pour les diverses molecules. S’il 
y avait des groupes indissolubles, ce seraient ces groupes que I’on 
devrait noinmer xnol^ules. 
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d'une iieterogeneite plus forte. Xous savons que 
la probabilite d'un ecart egal a lo fois Tunite 
decimale est egale a c’est-a-dire a un 

nombre decimal qui occuperait au moins deux 
lignes de cet ouvrage. la virgule etant suivie de 
99 zeros, suivis eux-memes du chiffre i. Un tel 
ecart correspond a une heterogeneite de I’ordre 
du dix-millieme de millionieme ou du dix-mil- 
liardieme. Si Ton voulait abaisser Theteroge- 
neite au cent-millionieme. il faudrait prevoir un 
ecart egal a looo fois Tunite decimale; la proba- 
bilite serait c'est-a-dire un nombre deci- 

mal comportant apres la virgule un million de 
cbiffres, dont le dernier seul serait le chiffre i . tous 
les autres etant des zeros: pour ecrire un tel 
nombre avec les caracteres employes pour cet 
ouvrage, il faudrait toutes les pages d’un volume 
plus gros que celui-ci. 

EnfxD, pour que Theterogen^ite s'abaisse jus- 
qu'au cent-millieme, la probabilite s’exprlmerait 
parun nombre analogue au precedent, mais com- 
portant un million de millions de zeros ; pour 
Tecrire. il faudrait plus d’un million de volumes 
tels que celui-ci. De tels nombres depassent tel- 
lement ce que noire imagination pent concevoir, 
qu’il n’est pas inutile de chercher, par quelque 
comparaison, a donner une idee de la petitesse de 
ces probabilites. 

61. — Admettons, pour fixer les ideas, que le 
nombre des caracteres employes dans Tecriture 
francaise, en y comprenant les signes deponctua- 
tion, etc, soit egal * a iqq; unlivre de dimension 

I. Ce nombFc est inferieur a loo dans I’ecriture ordinaire, en 
tenaEt compte des majuscules et des ckiffres \ les machines k ecrire 
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moyenne renferme moins d'lin xninion de caracte- 
res ; quelle est la probabilite pour que Ton pbtienne 
ce livre entier en choisissant les caracteres au 
hasard, en les tirant au sort? II est clair que la 

probabilite est pour que la premiere lettre 
choisie soit la premiere du livre, elle est aussi 
pour que la seconde lettre choisie soit la 

seconde du livre ; comme les deux evenements 
sont independants, la probabilite pour qu’ils se 
produisent tons deux est 



Le meme raisonnement pent etre repete pour 
la troisieme lettre, la quatrieme, etc. S*il y en a 
un million, la probabilite pour que le hasard les 
fournisse toutes er.actement s Valient en faisant 
le produit d‘un million de facteurs egaux chacun 
a un centieme ; elle est egale a 

( T \ i.000.000 

I — J 0—2.000.000 

100 / 

Si au lieu d’un seul liyre nous en conside- 
rions un million, nous devrions faire le pro- 
duit d'un million de facteurs egaux au nomhre 
que noqs venons de trouyer ; le resultat serait 
jq- 2 ooooooo{)oooo^ nombre analogue a celui 

que nous avons trouye ppur la probabilite 


usuelles m preTpiejit 84 ; ii serajt I %9Q Ton tenait 

compie lies caracteres varies iisites 9 X 1 igapripepe : italiqoes, carac- 
teres gras, lettres grecques minuscules et majqsc|3les, gothiques 
(encore usitees en Allemagne), ep. ; pais on yerra qn’il n’y aurait 
presque rpii a changer k nptre calcul, et fien | pqs copclu§|o^§, fi 
Ton remplagait 100 par i.ooo ou meme par lo.ooo. 
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d'une lieterogeneite egale a un cent-millieme \ 
pour line heterogfeeite deTordre dudix-millieme, 
on aurait nneprobabilite dans laquelle Texposant 
negstif serait lOO ibis plus eleve, c’est-a-dire qui 
correspondrait a cent millions de volumes repro- 
duits par le tirage au sort des caracteres. 

Les explications precedentes suffisent pour ^us- 
tifier la comparaison du « miracle des singes 
dactylograplies dont nous aurons a faire un 
frequent usage, car elle est particulierement 
frappante. 

62. — Concevons qu'on ait dresse un million 
de singes a frapper au hasard sur les touches 
d’une machine a ecrire et que, sous la surveillance 
de contremaitres illettres, ces singes dactylogra- 
phes travaillent avec ardeur dix heures par jour 
avec un million de machines a ecrire de types 
varies. Les contremaitres illettres rassembleraient 
les feuilles noircies etles relieraient en volumes. 
Et au bout d’un an, ces \mlumes se trouveraient 
renfermer la copie exacte des livres de toute na- 
ture et de toutes langues conserves dans les plus 
riches bibliotheques du monde. Telle est la pro- 
bahilite pour qu’il se produise pendant un instant 
tres court, dans le recipient A, un ecart de 
Tordre du cent-millieme dans la composition du 
melange gazeux. Supposer que cet ecart ainsi 
produit subsistera pendant quelques secondes re- 
vient a admettre que, pendant plusieurs annees, 

I. Nous negligeons le facteur a qui se trouve dans I’exposant ; 
pour en tenir compte il faudrait multiplier par vTla valeur de 
Togfeneite, cest-k-dire parler de i divis 6 par '}o.ooo au lieu ds 1 
divis 6 par 100.000. Comme nous nous proposons simplement de 
donner des comparaisona qui fasscnt image, une telle modification 
est sans importance. 
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iiotre armee de singes dactyl ograplies, travail- 
lant toujours dans les memes conditions, fournira 
cliaque jour la copie exacte de tons les im primes, 
iivres et journaux, qul paraitroiit le jour corres- 
pondant de la semains suivante sur toute la sur- 
face du globe et de toutes les paroles qui seront 
prononcees par tons les liommes en ce meme 
iOur. II est plus simple de dire que ces ecarts 
improbables sont purement impossibles. 

63. — Uetude des vitesses des molecules d'un 
gaz est un pen plus compliquee : nous devrons 
nous contenter, en indiquant les resultats, de 
cbsrcher a faire comprendre la marche par la- 
quelle ils ont pu etre obtenus. Des le xviir siecle, 
Bernoulli proposa d'expliquer par Tagitation des 
molecules la pression exercee par un gaz sur une 
paroi.Comme cette pression est proportionnelle a 
la temperature absolue \ on est conduit a admet- 
tre que la force vive des molecules est elle-meme 
proportionnelle a la temperature. Connaissant le 
nombre et par suite les dimensions des molecules, 
un calcul facile permet, de la valeur de la pres- 
sion, de deduire la force vive moyenne, et par 
suite la vitesse moyenne C’est ainsi que Ton 
trouve que les molecules d’azote et d'oxygene 
dont est forme Fair que nous respirons ont, aux 
temperatures usuelles, une vitesse moyenne de 
4 a 500 metres par seconde. Est-il possible d’ad- 
mettre que toutes les molecules out la meme 

I. C’est-i-dire i la temperature au-dessus du zero absolu, qui 
correspond k — 3*55® C. 

a. Dans un calcul precis, il faut prendre garde que la moyenne 
des carres des vitesses n’est pas egale an carre de la moyenne des 
vitesses- La confusion est permise au degre de precision qui nous 
interesse ici. 
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vitesse,les directions seuies \"anant? 3ia>:\veli fut 
le premier a voir clairement que les iois du choc 
ne le permettent paset sa loide repartition des 
vitesses est Tune des plus belles et des plus 
fecondes applications des lois du hasard a la 
physique. 

Maxwell obtint cette loi pour la premiere fois 
par ua raisonnement tres critiquable et doiit le 
defaut fut signale par plusieurs geometres, notam- 
ment par Joseph Bertrand, qui est revenu a plu- 
sieurs reprises sur ces critiques. Ces critiques 
sont partiellement justifiees et nul ne regrette 
que Ton possede actuellemsnt d’autres demons- 
trations de la loi de Maxwell que sa demonstra- 
tion primitive. II me semble cependant que les 
critiques n'ont pas suffisamment insiste sur le 
point qui est, a mon avis, le plus faible dans la 
demonstration de Maxwell, k savoir I’emploi de 
I’integration d'une equation fonctionnelle ; il faii- 
dra toujours se mefier beaucoup des resultats 
ainsi obtenus, meme si retablissement de Tequa- 
tion fonctionnelle ne donne lieu a aucune objec- 
tion h On ignore en effet, eii general, dans quelle 


I. Voici le raisonnement de MaxweU; soit o(x)£fx la probabilite 
pour que la projection de la vitesse siir Ox soit comprise entre x et 
tfx ; les pfobabiiiles analogues pour le^ projections sur Qy et Of 
seront <^{y)dy et if puisque le gaz est isotrope. La probabUite 
pour que le vecteur vitesse issu de Torigine ait son extremite dans 
ie paralleiepi|)ede f ; x-\- dx, dy, f 4- di^ est dbnc 

(i) ©{at) o{y) 9 (f) ix dy if. 

Mais cette probabilite doit, pour les memes raisons d’isotropie, 
etre une fonction de la distance \/x' -}- f’* dfe ce paraUelepipede 

I Torigiiie ; dii a dobc 

o(x) ^ly) ?p{f) =/{y -f f^). 

Telle est I'equation fonciionnelle qu’il s’agit d’integrer J on obtieiit 
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mesure une petite erreur dans une equation fonc- 
tionnelle peut entrainer des modifications consi- 
derables dans les resultats que Ton obtient en 
integrant cette equation. 

64. — Boltzmann a demontre la loi de Maxwell 
par la consideration des chocs des molecules ; la 
demonstration est trop compliquee pour trouver 
place ici ; mais nous pouvons au moins nous ren- 
dre compte du fait que ces chocs ne permettraient 
pas aux molecules de conserver toutes la meme 


aiscmesi en prenant la derivee logarithmique par rapport aux 
5 variables : 

X p' u / 

Chacuu des merubres de ces egalites dependant d’une variable 
d.iierente ne pent erre cuune constante qu an designera par —zk* 
■uar riivpctbi.ess qn’elle sernit positive conduit a des consequences 
physiques absur des_i ; on troave ains: 

i-ii 0 (*/ = ^ “ + >■" + r/ = « - • 

G’est la loi de Maxwell. La critique de Bertrand porte sur I’equa- 

tion 11). car I’application du prIncipe des probabilites composees 
n est legitime que si les evenements sont independants. Or, on n'est 
pas assure que la probabiilte pour que la projection sur Oy soit 
comprise entre y ety -f dy est indepeniante de la probabilite pour 
que la projection sur Ox soit comprise entre x et x-j-dx. En 
fait, une fois la formulfe de Maxwell demontree par une autre 
methodej on constate bien que ces probabilites sont ind^pendantes 
(contrairement a Tassertion de Bertrand qui afiirme a priori qu’elles 
ne peuvent pas Vetre), 11 ne serait peut-etre pas impossible de 
demontrer cette independance sins utiliser la formule de Maxwell 
et la demonstration que nous venons d’exposer deviendrait alors 
mathematiquement correcte. EUe laisserait cependant prise k la tres 
grave objection qui peut ^tre faite dans lous les cas od on emploie 
des Equations fonctionnelles ; si les equations {3), au lied d’etre 
rigoureusement exactes, au sens mathematique du terme, ne sont 
qu’approcliees, comme c’est forcement ie cas pour des equations 
physiques, il n’est plus possible d’en tirer la consequence de la 
Constance absolue ciiacun des membres et Ton ne pent rien en 
deduire de precis. 
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V't-i; a >uT3poser que cette circonstance ait pu 
se Broduire a un instant donne. C'est une conse- 
cuence des lois elementaires du choc : si deux 
bides de billard egales dont les vitesses sont 
c^irales en valeur absolue, mais dirigees a angle 
droit sft choquent de telle maniere qu’au moment 
du choc la ligne des centres ait la meme direction 
que la vitesse de Tune des boules, celle-ci s’arrete 
tandis que Tautre se dirige suivant la bissectrice 
des deux vitesses avant le choc, avec une vitesse 
dont le carre est egal a la somme des carres de 
ces deux vitesses. En somme, la vitesse de Tune 
des boules devient nulle, tandis que I’autre est 
multipliee pary' 2 - Au contraire, si les vitesses 
eraient dirigees toutes deux suivant la ligne des 
centres, le choc modifierait les directions de ces 
vitesses, mais non leurs valeurs absolues. Entre 
ces deux cas extremes il pent se presenter tous 
les cas intermediaires, dans lesquels la force vive 
t ^tale peut se partager entre les deux billes d’une 
maniere absolument quelconque. On voit done 
qt:e, si Ton supposait les molecules animees ini- 
rialement de idtesses egales en valeur absolue 
et de directions variees, bien entendu), cet etat 
serait modifie des que chaque molecule aurait subi 
un choc; un second choc amenerait de nouvelles 
modifications et, commeon est conduit a admettre 
que chaque molecule subit plusieurs milliards de 
chocs par seconde, on voit qu’au bout d’un temps 
inappreciable, rirregularite la plus compile se 
serait produite dans les valeurs des vitesses. 
Lorsque Ton cherche a imaginer le chaos d’un tel 
mouvement dans lequel chaque molecule subit 
des milliards de chocs chaque seconde on est con- 
duit a admettre que la distribution des vitesses 

^ 168 ^ 



LES SCIENCES FBYS1QUES 

est la meme que si elle etait produite par le 
liasard ^ , avec cette seule restriction que la 
force vive totale reste invariante On est ainsi 
conduit a etudier un pur probleme de theorie 
des probabilites . Representons la vitesse de 
chaque molecule par un vecteur OM ayant 
son origine en un point fixe O et equipollent 
k cette vitesse ; il s'agit de trouver la disiri-- 
hiition la plus probable des points M dans 
Vespace^ sachant que la somme des carves 
de leurs distances a V origine a une valeur 
donnee. 

C’est la un probleme de probabilites continues 
qui ne presente aucune difficulte particuliere ; sa 
solution conduit a la ioi de Maxwell. Cette loi 
pent etre mise sous la forme suivante, lorsque 
les points tels que M sont extremement nom- 
breux : la densite de leur distribution dans Tes- 
pace est proportionnelle a r designant la 

distance OM. Cette loi est precisement la meme 
que la loi de distribution dans le plan des 
points atteints sur une cible par un tres grand 
nombre de tireurs visant le point O, C’est dans 
le voisinage du point O que les points sont le 
plus denses, mais il ne faudrait pas en conclure 
que ce sont les vitesses voisines de zero qui sont 
les plus frequentes ; un calcul facile montre que 
les vitesses les plus frequentes sont celles qui 

I. Cette vue est confirmee par Tetade du mouTement dans Fespace 
k 3 « dimensions {n etant le nombre des molecules). Voir, paj* 
example, mon Introduction giometrique a quelques thiories pkf- 
stques. 

a. Il ne peut ^tre question, dans de tels chocs, de perte de 
force vive transform^e en chaleur, puisque la chaleur n^est pas 
autre chose, en theorie cin^tique, que ia force vive des mole- 
cules. 
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sont voisines de Les molecules qui ont une 

viresse lo lois plus forte sont exireinement rares, 
puisque la densite des points qui correspondent a 
ue t8-.i6S vitesses est , 

Je n'insiste pas sur les calculs divers qui 
peiivent etre eftectues grace a la loi de x^laxwell: 
de la force vive totale des molecules, coniiue 
d'apres Tetude globale du gaz, on pent deduire ia 
valeur moyenae de la vitesse, la valeur du carre 
nioyen, etc. 


65. — Une question plus interessante est celle 
des fluctuations. Nous avons del a dit quelques 
mots des fluctuations de densite qui peuvent se 
produire dans un melange gazeux (et aussi, bien 
entendu, dans un gaz simple); nous avons cons- 
tate que ces fluctuations sont inaccessibles a Tex- 
perience pour des volumes notables a la tempe- 
rature et a la pression ordinaires ; mais il n’en esc 
pas necessairement de meme pour des volumes 
microscopiques ou des gaz rarefies, ou encore 
pour des dissolutions tresetendues (si Tonadmet 
i' analogue entre les solides dissous et les gaz). 
Avant de preciser la valeur de ces fluctuations 
de densite, observons qu'il pent se produire aussi 
des fluctuations de temperature ; par definition, 
la temperature d'une masse gazeuse est propor- 
tionnelle a la force vive totale de ses molecules 
et par suite a la force vive moyenne d’une mole- 
cule, c’est-a-dire ati carte moyen de la vitesse. 

I. En effet, le nombre des vitesses comprises entre r et r-\-dr 
s^obtient en miiitiplLant la densite — ft® r* poj volume dr 

de la couronne spbenque ; si Ton cherche le maximum du produit 

4 r* # — ^ on voit immediatement ^n'il a lieu pour r =: -A ; 
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On pourrait dire, a la rigueui*, que la teiript^ra- 
ture d’uiie molecule isolee est definie ainsi par Sa 
Vitesse, de sorte que dans toute masse gazeuse^ il 
y ades molecules extremement froides etd'autres 
dont la temperature peut etre 5 oii 6 fois plus 
elevee que la temperature tnoyeniie de la masse 
iils’agit, bieri entendu, de temperatures absclues; 
27° centigrades correspondent a 300° absolus ; une 
temperature 5 a 6 fois plus elevee est done de 
1300'' a tSoo^ dbsoius, c*est-a-dire environ de 
1200® a 1500"^ centigrades); la consideration de 
ces mdldcules cbaiides a ete invoqude pour expli- 
qUer certains phunomenes chimiques. 

Une petite portion de la masse gazeuse aura 
une temperature generalement un peu differente 
«le la temperature de la masse; nous savons que 
i’ordre de grandeur de la fluctuation dont la pro- 
tuibilite il’est pas nulle est proportionnel a I'in- 
verse de la racine carree du nonibre des mole- 
cules. 

C’est M. Smoluchowski qui a le premier sou- 
mis au calcul cette importante question des fiuc- 
tuations, dans des conditions oil la verification 
experimentale pouvait etre tentee. C est ainsi 
qu'il a rendu compte des pbenomenes d’opales- 
cence qui se produisent au voisinage du point 
critique. 

11 faUdr ait citer aussi les recherclies theoriques 
de M. Einstein sur le tnouvement brownien et 
leur belle confirmation experimentale par 31 . Jean 
Perrin ; je renverrai au livre de M. Perrin sur LeS 
AtOmes. 

66. — Gibbs a donne le nom de fnecantque 
statist ique aux reclierclies dans lesquelles inter- 
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viennent k la fois la mecanique et la theorie des 
probabiiites, recberches dont le type ciassique 
est la tneorie cinetique des gaz, due surtout a 
Maxwell et a Boltzmann. Au point de vue phy- 
sique, le traite de Gibbs n ajoute rien d'essentiel 
aux travaux de ses illustres devanciers ; mais an 
point de vue theorique et mathematique, il y a 
incontestablement de grands avantages a expo- 
ser la « mecanique statistique » d’une maniere 
indepencante de toute hypothese particuliere sur 
la theorie cinetique. 

L'expression « mecanique statistique ^ » a 
d’aiileurs deux sens ; on pent, comme nousTavons 
fait dans les pages precedentes, considerer une 
masse gazeuse determinee comme formee d'un 
tres grand nombre de molecules et etudier sta- 
tistiquement les proprietes des mouvements de 
ces molecules : c’est le point de vue de Maxwell 
et le premier point de vue de Boltzmann. Mais 
Boltzmann et, apres lui, Gibbs, ont adopte une 
conception plus generale et parfois plus feconde; 
c’est a cette conception que Ton se refere le plus 
souvent lorsqu’on parlede mecanique statistique. 
Au lieu d’une masse gazeuse, considerons un 
nombre tres grand de masses gazeuses identiques 
a la premiere, du moins en ce qui concerne les 
proprietes accessibles a Texperience; mais les 
mouvements des molecules sont differents dans 
ces di verses masses. Si nous considerons un 
nombre assez grand de telles masses pour que 
toutes les possibilites sclent realisees en ce qui 
concerne les mouvements des molecules, la me- 


I- Voir dans X Encyclopedic dcs sctcnccs matkematiques Farticle 
de F. et T. Eh-elhnfbst, expose en iTan9ais par Emile B'mii.. 
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caniqne statistique sera l^etude des proprietes 
qui sont les plus frequentes parmi ces innom- 
brables masses gazeuses b 

On volt aisement que si Ton considere une 
masse renfermant molecules, les hypotheses 
differentes que Ton pourra faire sur son etat sont 
au nombre de A etant le nombre d'hypo- 

theses possibles pour une molecule. Rigoureuse- 
ment parlant, dans Thypothese habituellement 
admise jusqu’ici de la continuite, serait infini ; 
en tout cas A est un nombre tres grand et, en 
relevant a la puissance lo*^, on obtient un 
nombre incomparablement plus grand ^ que cat 
exposant lO"^; a savoir im nombre dont le 
nombre de cJiijfres est egal a Pour un 

nombre d'epreuves aussi colossalement eleve, 
les fiuctuations possibles par rapport aux resul- 
tats les plus probables sont absolument negli- 
geables ; ou, en d'autres termes, des fluctuations 
non negligeables doivent etre regardees comme 
impossibles, tellement elles sont improbables. 
Elies sont aussi improbables que le miracle des 
singes dactylographes. II n’y aurait d'ailleurs 
aucune impossibilite logique, comme Fa fait 
observer M. Ehrenfest, a aller encore plus loin et, 
qualifiant la mecanique statistique des molecules 

1. II est d'aiUeurs plus correct, au lieu de parler de masses 
gazeuses, de parler simplement de a modeles-mathematiques » d'un 
gaz, ou de a modMes » d’un gaz ; car on peut concevoir ces modeles 
abstraits comme aussi nombreux que I’on veut, tandis qu’il peut 
sembler etrange d’imaginer realisdes des masses d’hydrogene si 
nombreuses que leur masse totale depasserait ^normement la masse 
de Tunivers visible. 

2. On peut remarquer en passant que I’inflaence de Texposant 
10*“^ est preponderaiite par rapport i la vaieur de A ; si i'on prend 
A =r lo*® au lieu de A = lo, cela revient h. elerer lo a la puissance 
lo'** au Hen de lo**. 
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comme du premier ordrc et la mecanique sta- 
tistique des modMes d'un gaz comme du second 
ordre a etudier des mecaniques statistiques des 
troisieme, quatrieme,...-, ordres. 3Iais cette 
vue theorique ne parait avoir eu jusqu'ici aucune 
utilite effective. 

67. — La mecanique statistiqiie pent etre 
interpretee comme I'etude des possibilites di- 
verses qui peuvent etre deduites de donnees 
partiellement indeterminees. Cette indetermina- 
tion partielle des donnees s^impose necessaire- 
ment a Tesprit. du moment que Ton se place eu 
face de la realite : c’est seulement a un point de 
vue purement abstrait que Ton pourrait essayer 
de concevoir uit probleme mecanique dans lequel 
les valeurs initiales seraient connues avec une 
precision absoltie. Or, il est aise de se rendre 
compte que, dans la tbeorie cinetiqne des gaz, la 
multiplicite des cbocs a pour consequence d'aiig- 
menter avec une tres grande rapid! te et dans une 
proportion enorme, les plus legeres indetermi- 
nationg. 

Plagons-nous, pour fixer les idees, dans Tli}'- 
pothese qu les molecules sont regardees comme 
parfaitement spberiques et imagipons une seule 
molecule mobile qui heurterait les autres mole- 
cules supposees absolument fixes. Cette bypo- 
tliese simplificatiye permet de rendre les raison- 
nements plus brefs etnecfiange rien d’essentiel 
dans les consequences que nous avons en vue, 
comme on pent s’en assurer par Tanaljse details 
lee du cas oii toutes les molecules sont mobiles. 

Ce que Ton sait des dimensions des molecules, 
de leurs distances mutuelles et du nombre de 
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cliocs eprpuves par chacune d’elles ^ permet de 
se faire I’iniage suivantedu phenomene que nous 
etudions. examine a iin tres fort grpssissement : 
des globes splieriques fixes, d’un decirpetre de 
diamtoe, sont distribues irregulierement dans 
I’espace de maniere que la distance de chacun 
d’eux an plus voisin soit de quelques metre^s 
environ; un globe semblable uux precedents se 
deplace en se reflechissant screes obstacles fixes, 
avec une vitesse '^ telle que le nombra des chocs 
par seconde pst de Tordre du milliard. 

On voit irnmediatement que tout se passe 
comme si Ip centre de la sphere mpbile, reduite 
ainsia un point materiel, se deplagait en se refle- 
chissant sur des spheres concentriques aux 
spheres fixes, mais de rayons doubles, cette 
reflexion a3mnt lieu suivant les lois de la reflexion 
de la lumiere. Notre probleme est dope equiva- 
lent a I’etude de la reflexion d'un rayon lumi- 
neux sur ces nouvelles spheres fixes. 

Imaginons maintepant qu’au lieu d’qn rayon 
lumineux unique, geometriquement definicoinnie 
une pure ligne droite, npus ayons un pipceau 
infiniment delie : nous popvons nous reprdsenter 
ce pinceau delie sous la forme d’un cone de revo- 
lution dgnt I’apgle au sommet est extrepiepient 
petit (nous reviendrons tout a I’heure sur Tpr- 
dre de grandeur de cpt angle). II pst evident 
qu’en se reflechiss^nt sur la surfpqe copvexp dps 
spheres, le pincepu lufpipeux s’ptplera; pp pent 

I. Vpif Jean Pb^r|n, ^es A^opfes. 

3. Biep entendpj notre im^ge grqssie doit etre regardee cptnme 
purement geqmetrique et cinematique ; au point vne dynamique, 
on n’aurait pas le droit d’appliquer ainsi une telle transformation 
par similitude. 
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se rendre coir.pte sans calcul de i'etaieinent pro- 
duit par plusieurs reflexions successives. II suffit 
en eftet de se representer des boules spheriques 
podes, d‘iin ou deux decimetres de diametre, 
situees a quelques metres de distance les unes 
des autres et d'observer la reflexion des rayons 
iumineux sur une ou plusieurs de ces boules. On 
constate tout d'abord, en portant son attention 
sur Tune d'elles, quetous les objets environnants 
y apparaissent reflecliis, mais notablement rape- 
tisses; Timage de la boule voisine en particulier 
a une dimension angulaire qui, dans nos hypo- 
theses, est a peu pres le dixieme des dimensions 
angulaires apparentes des boules (la distance de 
notreoeil aux boules etant de quelques metres, 
comme la distance des boules entre ellesi. Si 
i'on peut distinguer dans la petite image de la 
boule voisine, les images de certains objets refle- 
chis dans cette boule et que Ton voit ainsi apres 
deux reflexions successives, ces images se trou- 
vent naturellement rapetissees dans la meme 
proportion . 

L'observation que nous imaginons ne permet 
guere d'aller plus loin ; car les reflexions surplus 
de deux boules rapetissent tellement qu’aucun 
detail n est plus perceptible; le globe du soled 
est seul assez Iumineux pour qu'on puisse le dis- 
tinguer comme un point, dont le diametre appa- 
rent est trop petit pour QXxe evalue- Mais cot; a 
simple observation rend intuitif le resultat auquel 
conduirait un calcul detaille : dans les conditions 
imaginees, chaque reflexion diminue dans la 
proportion d'environ un dixieme le diametre appa- 
rent des objets; ainsi, apres une centaine de 
reflexions, le diametre apparent du soleil nous 
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apparaitrait comme de I’ordre de grandeur de 
10"^ “’ (degres) ; ceci veut dire que les rayons par- 
tis de deux bords opposes du soleil arriveraient 
dans notre ceil en faisant entre eux cet angle 
extremement petit. En vertu de ce que ion 
appelle quelquefois le principe du retour inverse 
des ra3^ons lumineux (principe qui se reduit 
id simplement au fait que dans les lois de la 
reflexion le ra^^on redechi et le rayon incident 
interviennentsymetriquement), deux rayons issus 
de notre ceil et faisant entre eux cet angle extre- 
mement petit aboutiraient , apres les memes 
reflexions subies en sens in\"erse. aux bords oppo- 
ses du soleil, c'est-a-dire feraient entre eux un 
angle foisplus grand que leur angle initial. 
Apres un miHiard de reflexions, c'est-a-dire au 
bout d'une seconde. Tangle initial se trouverait 
tnultiplie par c'est-a-dire par un nombre 

que notre imagination est absolument impuis- 
sante a concevoir. D ailleurs, des que les bords 
opposes du faisceau initial seront arrives, apres 
des reflexions successives, a faire un angle 
assez grand, les diverses portions de ce fais- 
ceau ne se reflechiront plus sur les memes 
spheres. En revenant a Timage des molecules, 
la molecule mobile que nous considerons ne 
heurtera pas les memes molecules. Si done on 
se propose d’ecrire Thistoire d’une molecule dans 
les diverses hypotheses qui correspondent a des 
vitesses initiales interieures au cone infiniraent 
delie que nous considerons, on sera amend au 
bout d’une faible fraction de seconde k distinguer 
entre diverses parties du faisceau initial, parties 
doDt les histoires seront entidrement differentes 
les unes des autres, du moment que les mole- 
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ciiles heurtees ne sont plus les memes. Au uout 
dAn temps encore plus bref une nouvelle subdi- 
vision sera necessaire, et ainsi de suite, de sorte 
qu'aa bout dequelques secondes, les subdi\’isioiis 
successives, a^mnt augniente suivant uii- .oi 
exponeatielle seront plus nombreuses que les 
molecules du gaz. En partantdesdiverses vitesses 
iniliales interieures au cone infiniment deiie, on 
aboutit ainsi, au bout de quelques secondes, a 
regarder comma egalement vraisemblable que la 
molecule consideree beune une quelconque des 
autres molecules, ce choc pouvant de plus avoir 
lieu en un point absolument quelconque de la 
surface de la molecule ainsi choquee. Le nombre 
des combinaisons des molecules deux a deux 
etant egal simplement au carre du nombre des 
molecules, on voit aisement qu’au bout d’un 
temps double, toute combinaison imaginable de 
chocs deux a deux devient egalement probable, 
si Ton fait sur les vitesses detoutes les molecules 
les hypotheses que nous avons faites sur Tune 
d eliesh 

Precisons maintenant un peu le caractere de 
ces hypotheses. Nous avons imagine les vitesses 
iniiiales interieures a un cone dont Tangle au 
sommet etait extremement petit; il nous suf- 
tisait que cet angle devint appreciable apres mul- 
tiplication par 

Cherchons a evaluer, en partant de la loi de 
Newton sur Tattraction universelle, la deviation 
que ferait subir a une molecule, dans Tintervalle 

I. Is temps necessaire serait bien plus long si Ton voulait realiser 
nn mode d’association diUrwAni de iouies les molecules deux a 
deux ; car dans rdyaluation du nombre de telles associations, le 
oombr* des moUcnles figure en exposant. 
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de deux chocs, le deplacement d’une masse 
extremement petite situee a une tres grande dis- 
tance. Sous Taction de Tattraction terrestre un corps 
pesant tombe en une seconde de 5 metres envi- 
ron : en io~^° seconde, il tombera d’une quantite 
io~ ■® fois plus petite ; si, au lieu du globe terrestre, 
nous considerons une petite sphere concentrique 
de meme densite et dont ies dimensions lineaires 
seraient 10^’ fois plus faibles (la circonference 
d'un grand cercle etant 4 dix-millionieines de mil- 
limetre an lieu de 40 millions de metres), la masse 
de cette sphere etant fois plus faible que 
celle de la terre, la deviation serait encore 10^^ 
fois plus petite, soit 10-^ X 10^^ = 10’^ fois plus 
petite. Transportons maintenant cette sphere mi- 
nuscule au dela des extremites de Tunivers 
visible, en un point d’ou la lumiere met des mil- 
liards d'annees pour nous parvenir, au lieu 
qu’elle mettrait un cinquantieme de seconde pour 
venir du centre de la terre; la distance etant en- 
viron 10^® fois plus grande, Tattraction devient 
10®® fois plus faible; la deviation est done en de- 
finitive lo*^^ X 10®® = fois plus faible. Enfin, 
par un calcul analogue que j’omets, on aurait la 
valeur de la deviation qui correspondrait, non 
plus a Taction de la sphere minuscule placee a 
cette distance prodigieuse, mais au simple elfet 
d’un deplacement d un millionieme de millimetre 
dans la position d’une telle sphere a une telle dis- 
tance. Meme en accumulant ainsi les hj^potheses 
de nature a rendre Taction aussi faible que pos- 
sible, on n’arrivera meme pas a diviser la devia- 
tion par e’est-a-dire que les variations pro- 

duites par une telle action dans la trajectoire d'une 
molecule sont colossalement grandes par rapport 
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a ce qiii r.ous a ete necessaire pour noire raison- 
ne:..e!':: La representation cLune masse gazeuse 
par un modele unique, forme de molecules dont 
les positions et les vitesses a un instaiii donne 
soul rigoureusement determinees, est done une 
pure petion ahstraite; on ne peut se rappro- 
cher de ia realite qu en imaginant uu laisceau de 
modeies, cest-a-dire en attribuara aux donnees 
initialesunecertaineindeterminaiion. Si faibieque 
soil cette indetermination, si faibie ausM que i’on 
suppose rindetermination des forces exterieures, 
i'eiiet des chocs disperse tres rapidemeni les 
faisceaux de trajectoires supposes infiniment de- 
iies et le probleme du mouvement ulterieur des 
molecules devient, en tres pen de secondes, tres 
indetermine, en ce sens qu’un nombre colossale- 
ment grand de possibilites differentes sont 
priori egalement probables. Bien entendu, en 
un instant precis, actuel^ une seule de ces possi- 
bilites esi realisee, mais Tindetermination renait 
acssi considerable des que ion se pose le pro- 
Oieme de i'etat a une epoque meme tres 

voisine. La seule forme sous laquelle le pro- 
bleme puisse etre pose et resolu est done la forme 
staiistique : le tres grand nombre des eventua- 
lites possibles peut-il etre separe en deux 
groupes tres inegaux, toutes celles qui sont reu- 
nies dans le groupe le plus nombreux ayant cer- 
tains caracteres communs ? C'est ainsi que si Ton 
envisage toutes les eventualites possibles pour ia 
succession d’un milliard de parties de pile ou face, 
on peut constituer un premier groupe avec les 
cas ou Fecart est inferieur a i.ooo.ooo, ou par 
consequent le nombre de parties gagnees est 
compris entre 499.000,000 et $0% .ooo.mo^ et 
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un second groupe avec tons les autres cas. Le 
premier groupe etant extremement plus nom- 
breux que le premier, il est infiniment vrai- 
sembhible que I’evenement qui sera realise 
appartiendra a ce premier groupe, c’est-a-dire 
possedera ce caractere que le rapport du nombre 
des parties pile au nombre des parties face 
sera compris entre 0,996 et 1,004. Les conclu- 
sions auxquelles aboutit Tapplication des me- 
thodes statistiques a Tetude des probiemes de la 
theorie cinetique sont de meme nature que la 
conclusion precedente ; d’ailleurs, en raison du 
tres grand nombre des molecules, ils sont en- 
core plus precis ; quant au sens qu’il faut attri- 
buer aux mots infiniment vraisemblable^ nous 
ne pouvons que renvoyer a la comparaison du 
miracle des singes dactylographes. 

68. — Lorsque Ton pose sous la form^' prece- 
dente les probiemes de la mecanique statistique, 
Tobjection dite objection de Loschmidt pent 
etre aisement levee. Cette objection est la sui- 
vante. L’application de la theorie cinetique a 
Tetude des phenomenes thermodynamiques con- 
duit a rendre compte de phenomenes irrever- 
sibles, tel que I’etablissement de Tequilibre de 
temperature entre deux corps mis en contact. 
Or, la theorie cinetique utilise des phenomenes 
mecaniques qui sont tons reversibles, c’est-a-dire 
que les equations qui representent ces phenomenes 
ne sont pas modifiees lorsque Ton change ie sigrie 
du temps. Sous une forme plus concrete, si Von 
congoit qu’a un instant donne, on fasse rebrous- 
ser chemin a chaque molecule en lui imprimant 
une vitesse exactement opposee a sa vitesse 
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actuelle. tcu* >e passera commie si, le irtouve' 
inent ay::::: e:e ::a -a::.: on projetait le 

aim a ’’e::ve:--, en con:n:en.'an: par les portions 
yius r^:'sen:es. II n'Est done pas possible, 
ob> ::e Loschmidt, ^ expliqiier par tin tel vie- 
ceoirne reversible des pheiiomenes irrever- 
sible^. Cetto objection tonibe lorsque i'oii s'est 
bien rendu conipte da caractere necessairement 
staiisdque des explications mecaniques; on ne 
cnerene pas a determiner rallure rigoureusement 
dednie des paenomenes mecaniques moleculaires, 
mais Tallure la plus probable parmi toutes les 
allures possibles ; cette indetermination de Tave- 
nir est le principe meme de la mecanique statis- 
tique: raais on ne saiirait purler dHndeterrni- 
nation dii passe, et c‘est pourquoi la distinction 
entre le passe et I’avenir. e'est-a-dire la dissymetrie 
du principe de Carnot en ce qui concerne le signe 
du temps, n’est pas contradictoire avec une expli- 
cation mecanique des fails thermod3''namiques. 

Xous reviendrons plus loin (ch. x) sur la dis- 
cussion de ia tneorie de Firreversibilite. 

09. — On a beaucoup etudie dans ces der- 
nieres annees des pbenomenes importants et 
nouveaux, dans lesquels la theorie des probabili- 
tes intervient pour ainsi dire a chaque instant : 
ce sont les pbenomenes de radioactivite. Je ne 
puis m’etendre ici sur Thistorique de la decou- 
verte ni sur le detail de ces phenomenes, qui 
out pris rapidement une si grande place dans la 
physique b II est cependant necessaire d’en pre- 


I. Voir, pour Fbistorique, dans la Revue du Mots du 10 Jan- 
vier IQ13, la Conference Nohel 1903 par Pierre Curie et la Confe- 
rence Nohel 1915 par M'-"“ Pierre Curie. Plusieurs publications 
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ciser brievement la nature. Le caractere essentiei 
de la radioactivite parait etre la decomposition 
spent anee de certains atomes. Cette decom- 
position se distingue tres nettement de la disso- 
ciation cliimique d'une molecule en plusieurs 
atomes, par plusieurs caracteres dont le princi- 
pal peut-etre est son invariance a Tegard de 
tons les agents physiques ^ En d’autres termes, 
en un temps donne, une substance radioactive 
determinee se trouve perdre, en vertu du pheno- 
mene de la radioactivite, une proportion rigou- 
reusement determinee de son poids. Tout se 
passe done comme si cliaque atome radioactil: 
avail a chaque instant la merne probabilite de se 
briser pendant ia seconde suivante, cette proba- 
bilite ne pouvant etre modifiee ni par les agents 
physiques (temperature, pression, champ elec- 
trique ou magnetiqueq ni par le vieillissement 
spontane de Tatonie lui-meme. Si Ton admet ce 
point de vue comme une interpretation exacte- 
ment adequate des faits experimentaux — et il 
semble bien qu'on ne puisse point ne pas Vad- 
mettre- — Tetude mathematique des phenomenes 
radioactifs est manifestement du domaine de la 
theorie des probabilites. II est d’ailleurs pos- 
sible, pour beaucoup de ces phenomenes, de ne 
faire intervenir que le resiiltat global observe, la 

periodiqiies ^orit, dans divers pays, specialement consaerdes aiix 
recherches scientifiques sur la radioactivitd ; en particulier, on 
France, le journal mensuel Le Radimn. 

^ I. De plus, la radioactivitd est jusqu^ici entidrement irreversible, 
c^est-^-dire qii’on ne connait ancuii moyen de recombiner les atonies 
qui resultent de la disintegration d’un atome radioactif. Mais c® 
caractere negatif est peut-etre dUi seulement k I'insiiffisance de nos 
moyens d' act ion. 

a. V«ir : M»* Pierre Com, TraiUde r«rftoacr«x'(/ (Gauthier- Villara). 
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d'une proportijn nxe dans un temp- 
niais pou:- d’ni::rc‘S phenomenes, la theo- 
ritr des ]„ 5' ;bad:d:c- e>i x^rcement miss en jeu 

d’nne expliciie : cest le cas poar delude 

Ccrfe 5':in::da:i ons ei le denoinbrement direct des 
pur:: 3 ules x emises par ie radium et d'autres 
subi.arices radioactives. 

Ces particules a ne sont pas autre chose que 
des aiomes d'helium ; on es-. conduit a admettre 
que, en une seconde, un atome de radium sur 
cent milliards environ se decompose en un atome 
d'helium et un atome de radon. L'atome d' he- 
lium se trouve projete avec une tres grande vi- 
tesse et donne lieu a des phenomenes electriques 
qui permettent de deceler sa presence. Si Ton 
ne prend pas de precautions speciales, les parti- 
cules z ainsi emises sont trop noinbreuse.s pour 
qu'on puisse les observer individuellement. Un 
gramme de radium renferme en efFet plusieurs 
dizaines de milliards de fois cent milliards 
d'atonies, de sorte qu’a la proportion de un-sur 
cent milliards, il sen desintegre plusieurs di- 
zrdnes de milliards par seconded Pour reduire ce 
nombre d. quelques unites par seconde, ou meme 
a une unite pendant quelques secondes, on songe 
immediatement a deux moyens, qu'on utilisera 
simultanement. Tout d’abord, reduire la masse 
€mplo3'ee, ce qui est facile par Temploi de solu- 
tions etendues de sels radioactifs; ensuite, Ve- 
duire par le moyen d’ecrans successifs iouver- 
ture angulaire danslaquelle on etadie remission. 
La loi du hasard s’applique en effet tout aussi 
bien a la direction dans iaquelle est emise la 


I. EnTiron 34 milliards d’apres les observadons les plus recentes. 
^ i34 ^ 
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icule a qua cette emission elle-meme; des 
ions equivalentes de la surface d. une sp ore 
des chances egales de recevoir ces projec^ 
; si Ton separe ceux qui correspondent au 
ieme ou au dix-millieme de la surface de la 
re. on en aura done i .000 ou 10.000 fois moins. 
a surface d’un cercle d’un centimetre de dia~ 
■e est la dix-millieme partie de la surface 
e sphere de 25 centimetres d.e rayon. On 
oit done sans peine qu’il ait ete possible. 
16 en operant sur des corps plus radioactifs 
e radium, d’arriver a deceler experimentale- 
- les emissions departicules a et a mesurer les 
valles de temps qui les separent. Lareparti™ 
de ces intervalles de temps autour de leur 
ir movenne est un probleme de probabilites 
nues. On pent en effet, la duree de Tex pc *- 
e etant faible par rapport a la duree ncces- 
pour une diminution appreciable dela masse* 
active utilisee, considerer que la prohahi™ 

.e remission est constante; Tesperance ma 
atique du joueur qui recevrait une soinim* 
3ar particule emise, est done proporLior: 

au temps. Le probleme de probability , 
lues peut etre pose sous la forme geoiur- 
^ suivante ; Sur une droite indefmic soni 
mes au hasard un certain nombre dr 
s, de telle maniere qidily ait en nwvruuir 
intssurune longueur x; quelle est la p /a * » 
itepour quela distance d'un poi/it ma;- 
celui qui est situe immediatenient a sa 

^soitsuperieureaunelongueurdonner y, 

Icul facile' montre que cette probability est 

Lr E Borel, Introduction ghmdtrupu a queLitus 
s. Note V (Gautliier-Villars.) 
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If: 

- Si Ton mesure nn grand nombre de dis- 
tances c'es:~a~dire d'intervalies de temps ecoules 
entre ;!rux emissions succcssives’ , on pent veriiier 
I’actord entre ce resultatetrexperieiice. Cette veri- 
temion a ete faite d'une maniere satisfaisante \ 
rendant par suite tres vraisemblabie le point de 
depart du calcuL L'etude des scintillations con- 
duit aiissi a des resultats tres satisfaisants. 

70 . — II faudrait nn ouvrage entier pour expo- 
ser avec detail les nouvelles applications de la 
tbeorie des probabilites a la physique, tellement 
elles ont ete nombreuses dans ces dernieres an- 
annees . Bornons-nous a enunierer rapidement 
les recherches experimentales et theoriques de 
31. PaiilLangevin surles gaz ionises” et sur la per- 
meabilite magnetique des gazb les travaux expe- 
rimentaus: de 31. Jean Perrin sur le mouvement 
brownien^, ies etudes sur le rayonnement de 
3131. J. D. van der Waals juniorb H. A. Lorentz® 

I. Te citsra: r.o:an:rr.ent *-r.e experience tres complete faite par 

Cnr:e. avec Taide de ses preparatenrs, et non encore publiee 
au mo.men: on j'ecris ces ligr.es. Cette experience a porte sur 
jc.C'OO emissions et 1 etude numeriv^ue, faite avec le plus grand 
soin r-ar 2 d-* Curie, concorde admirablement avec les previsions 
theoriques. Cette concordance est la preuve exp^rimentale la plus 
complete de I'invariance de la radioactivite. 

а. These, Paris, 1902. 

Joiirnil de fhysz.rne. 4 (1905', p. 678 et Annates de chimie et 
de phxsLjiie, 8" serie. t. Fv, 1905, p. 70. C’est la tres belle theorie 
du paramagnetisme de M. Paul Langevin, qui a cond’itt M. Pierre 
Weiss a la conception du on atome de magnetisme, con- 

ception qui rend compte de nombreux fails experimentaux et a 
permis d’en prevoir d’autres. Voir Weiss. Les moments magne- 
tiqsies des atomes et le magneton dans Fouvrage : Les ideas m'o- 
dernes sur la constliution de la. matiere (Gauthier-Villars, 1915). 

4. Voir Jean Peebjn, Les Atomes (Paris, F. Alcan). 

5. Dissertation, Amsterdam, 1900. 

б. Emission und Absorption der Metalle (Proc. Amst. 1903, p. 666} 
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n stein % que Ton pent rattaclier d’ailleurs a 
scherches plus anciennes delord Rayleigh 
.udes sur la dispersion diffuse de la lumiere 
molecules^, les travaux de MM. A. Cotton 
Mouton sur la double refraction magnetique 
3Ctrique dans les fluides*, I’etude de I'al- 
tliermodynamique des gaz ultra-rarefies®, 
a-dire tels que le chemin mo 3 ^en parcouru 
ne molecule entre deux chocs est grand par 
>Tt aux dimensions du vase, de sorte que les 
contre les parois jouent un role preponde- 
par rapport aux chocs des molecules entre 
et bien d’autres questions dont Texposition 
iserait le cadre de cet ouvrage. II me parait 
idant necessaire de donner au moins quelque 
de la maniere dont se posent trois ques- 
particulierernent importantes dans la phy- 
moderne : Tequipartition de Tenergie, la 
tion generale de Fentropie comme loga- 
e dela probabilite, et la theorie des quanta. 

— Le principe de Fequipartition de Fener- 
msiste, sous sa forme la plus simple en ce 
dans un melange de gaz, la force vive 


inalen der Physih (4), 19 (1906), § a. 

W. Strutt (Lord Rayleigh.). On the resultant of a large 
of vibrations of the same pitch and of arbitrary phase 
fic papers, 1871, n° 6, p. 76 {18S0), n« 68, p. 491); 

,-A. LorbntZj Academic d’Amsterdam, 35 juin 1910 ; 
lEiN, Annalen der Phystk, 34 (1911). 

lleiin de la Societe frangaise de physique^ 1910. Voir aussi 
.ingevin dans le Radium, 1910, p. 349. et A. Corbino, Physi- 
ZeitSchrift, I910, p. 736’. 

i trouvera un expose tres clair de cette derniere question 
conference de M. Louis Dunoyer publiee par la Societe 
e de physique dans le volume dejkcite : Iddes modernes 
onsiitution de la matiere. 
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masse ":/rir la carre de la vitesse'^ est la meme 
pour les molecules des diverses especes; la vi- 
tesse movenne diminue done en raison inverse 
de la racine carree du poids moleculaire. C’est 
ainsi que, les molecules d’oxygene etant i6 feis 
plus lourdes que les molecules d’hydrogene, leur 
vitesse moyenne, dans les memes conditions de 
temperature est 4 fois plus petite : a la tempe- 
rature ordinaire, cette vitesse moyenne est de 
1.7CO metres pour Thydrogene et de 425 metres 
pour I'oxygene (par seconde). 

Sans entrer dans le detail des calculs, qui 
sont assez longs et minutieux, on peut se rendre 
compte que les molecules dont la force vive de- 
passe notablement la moyenne ont, par rapport 
2UX autres, une probabilite relativement plus 
grande de beurter des molecules qui se presen- 
lent sur leur chemin comme des obstacles et de 
tels chocs entrainent naturellement une perte de 
force vive au detriment de la molecule rapide 
et un gain au profit des molecules ainsi heurtees. 
II n'est done pas possible que certaines mole- 
cules privilegiees aient constamment une force 
vive superieure a la moyenne ; Teffet des chocs 
est de ramener vers la moyenne les molecules 
qui s’en seraient ecartees momentanement. On 
peut done presumer (bien entendu, ceci n'est en 
aucune maniere un raisonnement rigoureux) que 
toutes les molecules auront une force vive tour 
a tour inferieure et superieure k la moyenne et 
que, par suite, la force vive moyenne sera la 
meme pour toutes. 

L’equipartition de Tenergie se verifie experi- 
mentalement, comme Ta montre M. Jean Perrin, 
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ies particules microscopiques en suspension 
les liquides et qui sont agitees de mouve- 
5 irreguliers auxquels on a donne le nom 
>uvement brownien. Nous venons de dire 
la temperature ordinaire la vitesse d’une 
mle d’liydrogene est 1.700 metres par se- 
r, cette vitesse est done egale a 170.000 en 
sC. G. S.; d’ autre part, la masse de la 
;ule d’hydrogene est environ 3.io“'*^;re- 
3 cinetique s'obtient en multipliant la moi- 
i la masse par le carre de la vitesse, ce qui 
i environ 4.10“^^ dynes. Si Ton observe, 
le Ta fait M. Perrin, des grains dont la 
i est de Tordre de grandeur de 10“^^ (ce qui 
spond a un diametre de quelques dix-mil- 
s de millimetre), la vitesse correspondant 
e energie cinetique sera de I’ordre de gran- 
de Tunite, e’est-a-dire du centimetre par 
de. 

fait, on ne mesure pas la vitesse, mais le 
cement en un temps donne, deplacement 
it la resultante d'un grand nombre de ddpla- 
Qts irreguliers; la tbeorie des probabiiites 
St, comme Ta montre M. Einstein, de de- 
la valeur de la vitesse moyenne de la valeur 
placement moyen ainsi mesure*. 
us n’avons parle jusqudei que de Tenergie 
srrespond au deplacement d’ensemble des 
mles, ou energie de translation; e'est a 
energie que le principe de Tequipartition a 
abord applique et e’est pour elle qu’il sou- 
.e moins de difficultes. Mais on peut donner 
principe an enoned beaucoup plus general. 


>ir VouYTzge cite de M. Jean Perki?«. 
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qui coBdait dans certains cas a des conseqaences 
incontestablement exactes, raais qui sculeve 
dp;ns d'autres cas des difficultes tres serieiises. 
Cet enonce repose sur la notion des degres de 
libarte d‘un systeme, notion fort claire pour les 
svstemes mecaniques simples, mais assez confuse 
pour les systemes continus tels que certains phy- 
siciens ima^^inent I'etlier. Une sphere supposee 
parfaitement polie ne peut en aucun cas etre 
ameoee, par une action mecanique exterieure, a 
tourner sur elle-meme; ses deplacements se con- 
fondent done avec les deplacements de son cen- 
tre de gravite; s'il peut se deplacer librement 
dans Tespace a trois dimensions, on dira que la 
sphere possede trois degres de liberte; elle n’en 
possederait que deux si son centre etait assujetti 
a rester dans un plan donne ou une surface fixe. 
Envisageons maintenant une molecule dont la 
forme serait celle d’un ellipsoide a trois axes 
inegaux ; les chocs auront pour resultat de faire 
tourner cet ellipsoide et, pour fixer sa position, 
il faudra, outre les trois coordonnees du centre, 
connaiire les directions des axes, ce qui exige 
trois nouvelles donnees numeriques ; Tellipsoide 
possede done six degres de liberte; ce nombre se 
reduirait a cinq si Tellipsoide etait de revolution ; 
ii ne peut pas se reduire a quatre, car un ellip- 
soide qui serait de revolution autour de deux 
de ses axes serait aussi de revolution autour du 
troisieme et se reduirait a une sphere^. L’enonce 


Cest nne propriete dont I’origine est la structure du groupe 
des symetries de Tespace. II est fort remarquable que cette propriete 
purement analj^ique et geometrique de ce groupe se retrouve dans 
les proprietes physiques dont nous allons parier dans un instant 
(chaleurs sped£ques|. 
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general du principe de Tequipartition est le sui- 
vant : Venergie cinetique moyenne est la mime 
pour chaqtie degre de liberie. Une des confir- 
mations experimentales les plus remarquables 
de ce principe est fournie par les valeurs des 
chaleurs specifiques des gaz et des solides a la 
temperature ordinaire; cette chaleur specifique, 
rapportee a la molecule, prend des valeurs qui 
sont tres sensiblement les memes pour des 
groupes nombreux de corps, ces valeurs cons- 
tantes etant elles-memes proportionnelies aux 
nombres 3, 5 ei 6, qui correspondent aux trois 
cas de symetrie que nous avons envisages : 
sphere, eliipsoide de revolution, eilipsoide a trois 
axes inegaux. 31ais Tetude des chaleurs speci- 
fiques aux basses temperatures donne lieu a de 
grosses difncultes dont nous dirons quelques 
mots tout a Theure a Toccasion de la theorie des 
quanta. 

II n’est pas possible d’entrer ici dans le detail 
des calculs relatifs au principe general de I’equi- 
partition; indiquons cependant que la definition 
precise de I’energie moyenne relative a un degre 
de liberie donne, exige necessairement la de- 
composition de Tenergie totale en une somme de 
carres. relatifs chacun a un degre de liberte, 
sans termes rectangles b 

Une autre difficulte est plus serieuse encore et 
ne semble pouvoir etre resolue que par des hy- 
potheses de discontinuite analogues a celles de 

I, Dans certains calculs, on admet que les termes rectangles 
disparaissent dans les moyennes, par raison de symetrie. Ces cal- 
cuis me paraissent devoir i^tre examines de ties pres, en raison du 
nombre tres grand des termes rectangles par rapport aux termes 

At lAinir AncAmKIn* 
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la theorie des quanta. II ne semble pas possible 
d adiuettre qu'une molecule ou qu*un atome est 
spherique et ne peut par suite 
acquerir aucune energie de rotation. Or. si faible 
que soil la dissymetrie par rapport a ia sphere, 
la rotation cesse d’etre impossible : comme ies 
occasions (chocs'^, sont innombrables, cette rota- 
tion se produira et Tequipartition joiiera. On peut 
s’en rendre compte sans calcul en observant que 
les memes raisons qui rendent difficile Tacqui- 
sition de Fenergie de rotation en rendent difficile 
aussi la deperdition une fois qu’elle est acquise. 
Bien d’autres difficultes peuvent etre souievees 
a propos de Tequipartition ; elies sont loin d’etre 
toutes resolues ^ ; ces difficultes ne doivent tout 
de meme pas nous faire oublier les cas dans les- 
quels le principe de Tequipartition repose sur des 
bases solides ; ce principe peut alors etre regarde 
comme traduisant une propriete geometrique des 
surfaces du second degre (ellipsoldes) dans Tes- 
pace a un tres grand nombre de dimensions, 
surfaces dont Tetude fait partie de la tbeorie des 
r robabilitesu 


72. — Boltzmann et Gibbs ont montre que, 
dans le cas d'un gaz, la fonction a laquelle Clau- 
sius a donne le nom d’entropie se confond a un 
facteur pres avec le iogarithme de la probability 
d’un etat determine. La forme donnee par Clau- 
sius au principe de Carnot, d’apres laquelle Ten- 
iropie d’un systeme isole ne decroit jamais, se 

I. Voir les Rapports et Discussions de Bruselles, 1911, publics 
par Paul Lajigevin et Maurice de Broglie (Gauthier-Viliars;. 

s. Voir Emile Bouel, IntroducUon giomitrique a quelques theories 
tikfstques {Gautliier-VOlars). 
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traduit done par cette proposition qu un systeme 
isole ne passe jamais d’un etat plus probable a 
un etat moins probable; il evolue spontanement 
vers les etats les plus probables. 

L’entropie d’un systeme forme par la reunion 
de deux autres est d’ailleurs egale a la somme 
des entropies, tandis que la probabilite d’un etat 
determine pour le systeme total est egale au pro- 
duit des probabilites des etats correspondants 
pour les systemes partiels ; ces relations concor- 
dent avec la propriete fondamentale des loga- 
ritlimes : le logarithme d’un produit est la somme 
des logarithmes des facteurs. On a ete ainsi con- 
duit a etendre aux cas les plus generaux la rela- 
tion deduite de la theorie cinetique pour les 
gaz : 

Entropies Kxlogarithme de la probabilite. 

II est d'ailleurs possible de considerer cette 
relation fondamentale comme la definition m6me 
de la probabilite, en considerant Tentropie comme 
definie (a une constante additive pres) par la 
thermodynamique classique; on pent aussi, in- 
versement, definir Tentropie en partant de la 
probabilite. Dans un cas comme dans Tautre, il 
se presente des difficultes assez serieuses dans la 
definition meme de la probabilite d'un etat deter- 
mine pour un systeme dependant de parametres 
qui varient d'une maniere continue. Certaines de 
ces difficultes, mais non toutes, sont evitees au 
moyen de Tliypotliese des quanta de Planck, 
dont nous allons maintenant dire un mot. 

— L’hjrpotbese des quanta a ete imaginee 
pour eviter les consequences contraires a Texpe- 
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rience auxquelles conduit rapplication du prin- 
dpe de l’rca:purt:t:o:: de renero*ie a la theorie 
:u rayon ::t‘ir:en:. On -a:t ayae <'Ians une enceinte 
a-,..-:' la rayonnen.eni a pour effai d'etablir un 
cqdnbre de :enirerature entre tOLi> les corps 
renierines dans renceinte; Tequi-ibre s etablit 
separement pour les diverses radiations de lon- 
gueurs d'onde differentes; c'est ainsi que Ton est 
conduit a definir ce que Ton appelle : la com-- 
t'EsftfcE du rayonnement noir a une tempe- 
riiure determinee. On se represente, d'autre 
part, remission par ra^^onnement comme due a 
des res ona tears dont chacun a une peri ode (et 
par suite une frequence) deter minee. 

La composition du ra3"onnement noir a une 
temperature determinee, equivaut done a la re- 
partition de Fenergie totale du ra 3 ‘Onnement 
entre les resonateurs de diverses periodes. Si 
cetie repartition se faisait suivant les lois de la 
inecanique statistique ordinaire, elle devrait sa- 
tisfaire au principe de Fequipartition. Or, ceci 
entrainerait que Fintensite du ra\'onnement pour 
les diverses longueurs d'onde devrait varier pro- 
portionnellement a la temperature absolue ; par 
suite, une plaque d’argent polie, qui esttresbril- 
lante dans Fobscurite lorsqu’on la porte a 1.227® 
C. (ou 1.500® absolusl devrait etre 5 fois moins 
briilante, e’est-a-dire brilier encore d’une maniere 
tres appreciable a 2 7®C. (ou 300® absolusL Cette 
conclusion est en contradiction flagrante avec 
Fexperience immediate. II est done necessaire 
d'admettre que les resonateurs dont la periode 
correspond aux radiations visibles emettent, a la 
temperature ordinaire, beaucoup moins d’ener- 
gie que ne Fexigerait le principe de I'equiparti- 
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tion. L'hjpotliese par laquelie M. Planck a 
explique ce fait experimental est an premier 
abord etrange : elle s'est montree cependant tres 
feconde depuis dix ans et, malgre des difficultes 
nombreuses restant a resoudre, malgre les 
modifications de detail, parfois contradictoires 
entre elles, qu'il a fallu lui faire subir pour 
i adapter a diverses theories, il semble bien in- 
contestable aujourd'hui que cette hypothese n’est 
pas line pure abstraction theorique, mais que la 
discontinuite. qui en est Tessentiel, subsistera 
dans les transformations dont ses plus fervents 
adeptes sont d’accord pour reconnaitre la neces- 
site. 

Uhypothese essentielle de la theorie des 
quanta, c'est que, dans certaines circonstances 
tout au moins 'emission}, Tenergie d’un resona- 
teur ne peut pas varier d'une maniere continue, 
mais seulement par quaiita discontinus, multi- 
ples entiers d'un quantum, qui est lui-memeegal 
au produit de la frequence par une constante h 
(constante universelle de Planck). Plus la fre- 
quence V est grande, c’est-a-dire plus les periodes 
sont courtes, plus le produit Av est eleve ; on 
peut ainsi se rendre compte comment les resona- 
teurs de grande frequence, correspondant aux 
vibrations lumineuses, peuvent ne pas entrer en 
jeu a la temperature ordinaire, bien quelerayon- 
nement calorifique soit tres appreciable. 

Au point de vue dela theorie des probabilites, 
la theorie des quanta introduit aussi une discon- 
tinuite et, dans Tetude de Tequipartition, rem- 
place un probleme de probabilites continues (qui 
conduisait a des consequences contraires aFexpe- 
rience) par un probleme de probabilites disconti- 
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niies. Ce prob^riiie est celiii de la distribution la 
plus probable de Tenergie entre les divers reso- 
Bateurs. cette distribution devant etre faite de 
telle maniere qu'il soitattribue a chaque resona- 
te ur un multiple entier du quantum defini par sa 
periode (ou bien du moins en regardant com me 
idenriques au point de vue de la probabilite des 
distributions dans lesquelles Tenergie attribute a 
un resonateur est comprise entre un multiple en- 
tier d'un quantum et le multiple entier immedia- 
tement superieurj. 

On peut observer, d’ailieurs, que si Ton n’ad- 
met pas une discontinuite ou une hypotbese equi- 
valeate\ la definition de la probabilite d un etat 
conduit a des difficultes analytiquement inextri- 
cables ; les seules repartitions dont la probabilite 
ne soit pas nulle sont les repartitions uniformes 
ou quasi-uniformes, ^introduction systematique 
de la discontinuite ne supprime pas toutes les 
cifncultes dans la definition generale de la pro- 
babilite d’un etat. mais elle les attenue ; on pour- 
rait ccncevoir cu’en systematisant Temploi des 
variables discontinues dans la definition des 
grandeurs physiques (quanta de rotation, etc.) 
les phenomenes qui peuvent se produire dans un 
espace limite et clos soient consideres comme 
dependant d'un nombre fini de parametres pou- 
vant prendre chacun seulement un nombre fini 
de valeurs, le nombre total des possibilites etant 
ainsi fini, bien qu’a vrai dire extremement grand. 
Une telle conception ne s’accorde guere avec les 
ideas de continuite qui se sont montrees si 

I. Sbf certaines hypotheses continues Iquivalentes aiix liypotheses 

discontinues, Yoir E. Boml, Comptes rendus de fAcadhnie det 
Scieiices, 5 jaETier 1914 . 
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fecondes, an xviii® el au xix® siecle, dans 
I'etude des phenomenes naturels et grace aux- 
quelles taut de conquetes scientif.qnes et indas- 
trielies ont ete realisees. II parait bien difficile 
d’abandonner completement ces conceptions an- 
ciennes et il n’est pas aise de se rendre compte 
dans queile mesure elles sont conciiiables avec 
les idees nouvelles; ce qni parait incontestable, 
c’est le role important qne ne cessera plus de 
joiier la tbeorie des probabilites dans les theories 
physiques. 
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74. Qnelqiies mots sur Fastronoinie et la cosmogonie. — 75. L’anti- 
these entre les mathematiques et le basard. — 76. Les nombres 
commensurables et Ic rrobabilite. — 77. La mesure des ensembles 
IlneaTes. — 78, La rationalite des nocabres concrets. — 7.:;. La 
question des poids atomlqnes. — So. La mesnre des ensembles 
saperfidels et les fonctions de variable complexe. 


74. — Les applications de la tlieorie des proba- 
bilites a rastronomie peuvent etre classees soit 
parmi les applications aux sciences physiques, 
en raison de leur analogic avec la theorie cine- 
tique des gaz, soit parmi les applications aux 
sciences mathematiques, car lamecanique celeste, 
depuis Xewton et Laplace, doit etre regardee 
comme faisant partie des sciences mathema- 
tiques, puisqu elle deduit d’un tres petit nombre 
de principes des resultats precis et rigoureux que 
Tobservation n’a plus qu’a verifier. 

Lesrecherches astronomiques et cosmogoniques 
dans lesquelles intervient la theorie des probabi- 
lites, sont trop speciales pour qu’ii soit possible de 
les exposer ici en detail et d’autre part n'ont pas 
conduit a des resultats assez definitifs pour quhn 
puisse se contenter d'en resum er les conclusions. 
Je dois done me borner a en signaler Texistence h 

I. Parmi les travanx les plus importants sur ces questions, il 
faat tout d’abord signaler ceux de Lord Kelvin (voir ses oeuvres 
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75. — I! estau premier abord paradoxal de pen- 
ser que la theorie du hasard peut s'appliquer 
aux sciences mathematiqnes pures, puisque, 
semble-t-il, c'est la un domaine oii tout est defini 
avec precision, ou les conclusions sont absolu- 
ment rigoureuses et oil par consequent il nV a 
pas de place pour le hasard et pour la probabi- 
liie. Je voudrais essax'er de faire com prendre 
comment on a pu etre amene a introduire, dans 
des questions de mathematiques pures, le lan- 
gage et les methodes de la theorie des probabi- 
lites; je serai oblige, pour y parvenir, dedeman- 
der a ceux des lecteurs qui ne connaissent des 
mathematiques que leurs elements, de vouloir 
bien mie faire conSance et admettre sans de- 
monstration les resultats dont la justification est 
exposee dans les traites speciaux et ne peut trou- 
ver place id h 

76. — Les questions deprobabilite les plus sim- 
ples que Ton puisse se poser en mathematiques 
pures sont les questions relatives aux nombres 
reels, car Tensemble de ces nombres est Tun des 
ensembles infinis que nousconnaissons lemieux, 
ou du moins que nous croyons connaitre le 
mieux, car des qu’on en approfondit la nature 
on se heurte bien vite, comme nous le verrons 
tout a I’heure, a des difficultes imprevues. Cepen- 
dant, il n'est pas douteux que toute personne 
possedant les elements des mathematiques com- 


completes). Tout recemment M. Chahlier. astronome a FObserva- 
toire de Lund fSuede) a public une serie de notes et memoires du 
plus grand interet sur la statistique stellaire. 

I. Voir, par exemple, Emile Borel, Lefons sur la tkeorie des 
fonctioTis (Gauthier-Villajs). 
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prend de qaoi il s'ag-it lorsqu'on lui parle des 
nombres compris entre o et i, c'est-a-dire de 
FensemMe des fractions decimaies illimitees 
tel'es que: 

0,43752 

Parmi ces nombres, on distingue cenx qni 
sontcommensnrables (sous-entendu; avecT unite) ^ 
c*est>a-4ire qui sent eganx a une fraction telle 

qiie-jOu4^ et cenx qni sont incommensnra- 

bles, e’est-a-dire qni ne sont eganx rigonrense- 
ment a aucune fraction, comme c"est le cas par 
exemplepour laracine carree de 2 ; rincommensu- 
rabilite dela diagonaleducarrean cotede ce carre 
etait dejaconnue des geometres grecs. Lorsqu’on 
ecrit les nombres sous forme de fraction deci- 
male, les nombres commensnrables donnent lien 
a des fractions limitees telles que 0.5 on a des 
fractions periodiques telles que 0,166 qui est 

egal a La fraction limitee pent d^ailleurs etre 

regardee comme nn cas particulier de la fraction 
periodique : le cas oil la periode serait formee ou 
exclusivement de zeros ou exclusivement de 9 

(car 0,4999 est equivalent a 0,5). II est k pen 

pr^ evident que la probability pour qu’une frac- 
tion decimale illimitee soit periodique, est ^gale 
k zero \ car cette probability est plus petite 
que tout nombre assignable. Si Ton imagine en 
effet, que Ton ycrive les cMf&resdycimaux sncces- 

I. Pour d^montrer ce point cn toute riguenr, il fant ntiliser la 
th^rie des probabilitds diaombrables. Voir E. Boril, Les proba- 
bilites denombrables et leurs applications aritbmdtiqnes {Rendiconti 
del Circolo matematico di Palermo^ t. XXVII, 1909), et Un probleme 
de probabilites relatif anx fractions continues {Matkematische 
Annalen, t. 73, 1913). 
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partir de la virgule, il faut, pour que la 
m decimale soit periodique, qu’a partir 
ertain moment ^ tons les chififres se repro- 
;t dans un ordre determine ; il faut done 
se produise une infinite d’evenements 
bles ; en vertu du principe des probabi- 
:omposees, on doit faire le produit d'une 
3 de fractions plus petites que T unite ^ ; le 
tt est done aussi petit que Ton veut, e’est- 
zero. On pourrait exprimer le meme fait 
jant que la probabilite est infiniment 
, les mots infiniment petit n' etdiUt pas pris 
e sens de tres petit, mais dans un sens voi- 

celui qu'on leur donne en analyse mathe- 
le: quantite variable qui tend vers zero. Il 
ambler singulier en effet, de parler de pro- 
e zero pour un evenement qui n’est pas 
jible, car il y a des nombres commensu- 
; il n’est cependant pas paradoxal de le 
;i on observe que I’ensemble des nombres 
ini et que le produit de Tinfini par zero 
re regarde non comme nul, mais comme 
mine. C’est ainsi que la probabilite pour 
lombre choisi au basard soit precisement 
ibre donne, est evidemment nulle 


isonnement rigoureux et complet exigerait que Ton tienne 
i fait que la p4riode peut ^tre aussi longue que Von veut ; 
errons au memoire qui vient d’etre cit6. 

erne plus petites qu'une fraction fixe infdrieure k i. 
entendu, ceci suppose que Ton s’entende sur le sens des 
si au hasard ; nous admettons quails signifient que la 
h est la mdme pour tous les nombres ; sa valeur ne peut 
que zero, car si elle ^tait positive, si petite qu’elle ffit, 
Lrait pour le choix d*un nombre suffisamment grand de 
me probabOite superieure k I’unitd, ce qui est absurde. 

. pas de meme si 1 on consid^re que le nombre inconnu 
^altie la probability est la solution d’un probleme d'ana- 

B 201 C? 


LE MASAED 


77. — La conclusion a laquelle nous avons ete 
conduits par Tetude aritrimericue des nombres 
dv^ciniaux se trouve justin^i^e aus-i par la repre- 
sentation geometrique des nombres sur une droite 
ftxe ou axe par le point dont le nombre est 
Tabscisse. 

Le nombre x est ainsi represente par un point 
M de Taxe tel que 031 soit egal a x, O etant Tori- 
o”ine des abscisses ^ ; les nombres x compris entre 
o et I sent ainsi representes par tons les points 
d’un segment OA dont la longueur est egale a 
Tunite. le point O correspondant a o et le point A 
a I. II est clair que toute portion, si petite qu'elle 
soit, du segment OA, renferme une infinite de 
nombres rationnels (e’est-a-dire de points repre- 
sentatiis de nombres rationnels) ; car si une por- 
tion 31 X est superieure, pour fixer les idees, a un 
millionieme. il suffira de considerer les intervalles 
successix's d’etendue egale a un dix-millionienie, 
a savoir o a 0,0000001 , puis 0,0000001 a 
0,0000002, etc. jusGu'a 0,9999999 ai,pourqu’il 
soit certain que plusieursde ces intervalles seront 
entierement interieurs a 3 IX .-.sinon la longueur 
de MX sera it inierieure a la somme de deux inter- 
valles consecutifs, e'est-a-dire a deux dix-millio- 
niemes ; si Ton suppose que Tintervalle 0,345 6778 
a 0,3456779 soit inlerieur a MN,tous les nombres 
rationnels dont les sept premiers chiffres decimaux 


lyse, m6me compliqu6. En ce cas, il esl Si peu pres impossible de 
definir correctement la probabilite, car on pressent, sans qn’ii soit 
aise de jnstifier avec precision cette vue a priori^ que les nombres 
simples tels qae les nombres railonnels, on les irrationnelles ele- 
mentaires, ou les nombres transcendants usuels tels que e oxitz sont 
plus prohahles qa'nn nombre dont les chiffres decimaux seraient 
r^s par une loi arithmetique tres compliquee. 

I, Je laisse de c6te les nombres negatifs. 
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sont 0,3456778 sont sur MX; il y en aevidemment 
line infinite. Le raisonnement serait le meme si 
MXj an lieu d'etre suppose superieur a un millio- 
iiieme, etait suppose superieur a un milliardieme 
de milliardieme. ou a toute autre fraction si 
petite soit-elle. 

On exprime cette propriete en disant que les 
nombres rationnels sont denses dans tout I'inter- 
valle OA. Comment ce fait est-il compatible avec 
celui que la probabilite est nulle pour qu'un 
nombre clioisi au basard soit rationnel? Pour s'en 
rendre compte, il est necessaire de preciser uiie 
notion fort importante, celle de la mesure d'un 
ensemble lineaire, c’est-a-dire d'un ensemble 
forme de points situes sur un segment tel que 
OA. Par definition, la mesiire d'un tel seg*ment 
sera sa longueur, que nous supposons egale a 
Tunite ; si Ton a un segment MX situe sur OA 
et dont la longueur est 0,3 par exemple, on dira 
de meme que la mesure de I’ensemble des points 
du segment MX est egale a 0,3. Cette definition 
s'etend sans difficulte au cas ou Ton considere 
sur OA un certain nombre limite de segments 
MX, M'N', M'^X-' n’empietant pas les uns sur les 
autres ; la mesure de I'ensemble forme par les 
points qui appartiennent a ces segments est egale 
a la somme de leurs mesures, c’est-a-dire de leurs 
longueurs, et cette somme est forcement infe- 
rieure a i , mesure de OA, du moment que les 
segments sont tons sur OA et n^empietent pas les 
uns sur les autres. Avec ces definitions, il est 
clair que la probabilite pour qu'un point P assu- 
jetti d se trouver sur OA, soit sur MX est egale 
a la mesure de MN ; d'une maniere generale, la 
probabilite pour que le point P appartienne a un 
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ensemble forme des segments 3IX, 31- X''^, 31' "'X'^ 
est egale a la mesure de cet ensemble ; la pro- ' 
babilite ainsi definie est, comme ia mesure, for- 
cemeat inferieure a Tunite. Xous admettrons 
Fextension de ces notions de mesure et de pro- 
babilite au cas oil Ton considere une infinite de 
segments n’empietant pas les nns sur les autres, 
au lieu d'en considerer un nombre limite. Xous 
remarquerons en outre, que si un ensemble de 
points est tel que tous ses points sont interieurs 
a MX, la probabilite pour qu’un point lui appar- 
tienne fc’est-a-dire sa mesure) est au plus egale 
a la probabilite pour qu’un point appartienne a 
MX (c"est-a-dire a la mesure de 3IN) . 

Ces definitions et remarques etant bien com* 
prises, il va ^treaise de demontrerque la mesure 
de Fensemble forme des nombres rationnels est 
egale a zero, bien que cet ensemble soit dense 
dans tout Fintervalle O A. Pour le voir, enumerons 
ces nombres rationnels dans un ordre determine, 
en ayant soin de n'en oublier aucun ; pour fixer 
les idees, on prendra d’abord les extremites o et 

I qui sont entiers, puis dont le denominateur 


est 2, puis — et — dont le denominateur est 3, 


I 

"3 ' 3 

ensuite — 

4 4 ’ 5 5 5 5' 

ainsi de suite. Nous allons k cbacun de ces points 
attacher unintervalle ayant ce point pour milieu^ 


puis 


et 


et 


I. On negligera les portions de ces intervalles qni seraient ezt4- 
rieures au segment OA ; on negligera aussi les portions de chaque 
intervaUe (ou Tintervalle entier) qui se trouveraient interieures k un 
intervalle prialablement construit. Ces details, sur lesquels je n’in- 
siste pas, nc sauraient infirmer les conclusions, qui restent vraies 
a fortiori. 
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et par suite renfermant ce point. Les longueurs 
de ces intervalles seront prises successivement 
egales a o^i : o,oi ; 0,001 ; 0,0001 ; etc,, leur 
somme etant ainsi egale a la fraction periodique 

iilimitee o, iiiii...., c'est-a-dire a — - Nous 

9 

voyons ainsi que Ion pent enfermer tous les 
nombres rationnels situes sur OA dans des inter- 

valles dont la somme est inferieure a — , alors 

9 ■ 

que la longueur de OA est Tunite, bien que les 
nombres rationnels soient denses sur tout OA. Ce 
resultat est assez paradoxal en apparence pour 
que j*y insiste un peu. Si Ton se represente mate- 
riellement OA comme une tige on comme un fil 
et si Ton imagine que la matiere soil parfaitement 
continue, on pourrait concevoir que Ton decoupe 
et enleve les intervalles partiels que nous avons 
definis. On enlevera d’abord un intervalle de lon- 
gueur 0,1 comprenant le point o, puis un inter- 
valle de longueur 0,01 comprenant le point 
puis un intervalle de longueur 0,001 comprenant 

le point*-— et ainsi de suite. Les operations suc- 

cessives ainsi faites entraineront la suppression 
de tous les points rationnels, de sorte que la 
droite O A sera completement decoupee, en ce sens 
qu’il n’en subsistera aucune portion continue. Et 
ce resultat aura ete attaint par I’enlevement de 
moins de la neuvieme partie de la masse de OA; 
les portions non enlevees (si I’on pent les nom- 
mer ainsi, bien qudl ne subsiste aucun morceau 
entier) sont bien plus considerables que les por- 
tions enlevees. Remarquons en passant combien 
notre intuition spatiaie du continu est defectueuse, 
car elle ne nous permet guere de concevoir ce 
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::-r-ndre tous nos intervalles lo fois plus petits, 
':u ioo fois plus petits, c'est-a-dire de commencer 
pour le premier par o.oi ou o,ooi au lieu de 
commencer par 0,1, chacun restant ensuite lo fois 

plus petit que le precedent. La fraction ~ serait 


alors remplacee par — ou — ; il est evidem- 

ment loisible d’ecrire autant de zeros qu’on le 
desire a la droite du denominateur dela fraction ; 
on arrive done bien ainsi a la conclusion que 
Tensemble des points rationnels a une mesure 
aussi petite que Ton veut, e’est-a-dire nulle : la 
probabilite pour qu’un point choisi au hasard sur 
OA soit rationnel est egale a zero. La notion 
geometrique de la mesure conduit au meme 
resultat que la comparaison arithmetique entre 
les fractions periodiques et les fractions non 
periodiques. 


78. — Lorsque Ton considere, non plus les 
nombres abstraits de Tarithmetique, mais les 
nombres concrets definis par rexperience, la 
question de savoir s’ils sont rationnels ou irra- 
tionnels est au premier abord depourvue de sens. 
Un nombre fourni par Texperience n’est en effet 
jamais connu exactement, mais seulement a une 
certaine approximation ; on possede un certain 
nombre de decimales exactes et on ne sait rien 
sur les autres decimales ; le nombre pent done 
toe regarde a volonte comme rationnel ou comma 
irrationnel. Neanmoins, on a une tendance natu- 
relle, si le resultat d’une experience prouve qu’un 
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rr.pport est compris entre 0,49999 et 0,50001. a 
admettre qudl est exactement egal a 0,5 pliitot 
qu'a une valeur arithmetiquement plus comply 
quee. Pour preciser cette notion un peu vague, 
11 faudrait d’assez longs developpeinents ' : on 
congoit bien cependant, sans qu'il soit necessaire 
d'insister, qu'il est des cas oil ce criterium de sim- 
plicite amene a des conclusions qui renferment 
au moins une part de verite. 

79- — Uune des questions les plus importantes 
de philosophie naturelle dans iaquelle intervient 
la notion de nombre rationnel es: Fetude des 
poids atomiques. On a era pendant longtemps 
que les poids atomiques devaient etre tous des 
nombres entiers on la moitie de nonibres entiers" , 
e'est-a-dire des multiples exacts du poids atomi- 
que de Thydrogtee, pris pour unite. Les petites 
differences etaient attributes a des erreurs expe- 
rimentales. Les progres realises dans la precision 
des analyses ebimiques et dans la preparation 
des produits purs n’ont pas permis de conserver 
cette interpretation, qui semble actuellement 
abandonnee. Que Ton rapporte les poids atomi- 
ques a celui de T hydrogene pris egal a i ou a 
celui de Tox^'gene pris egal a 16, les differences 
entre les poids atomiques et les nombres entiers 
les plus voisins paraissent superieures aux erreurs 
experimentales. On a neanmoins Timpression, 
en examinant avec soin une. table de poids atomi- 
ques, que ces nombres et leurs rapports sont 
plus voisins de nombres commensurables simples 
que s’ils etaient choisis au hasard. Pour preciser 

I. Voir EmUe Boeel, Le continu matiLematique et le contiau 
physique. Scientia^ t. VI {1909}. 
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cette irnpreision ei rechercher dans quelle mesiire 
on peu: oresu/mer que ces coincidences numeri- 
cues ne son: pas fortuites, des calculs assez longs 
seraien: necessa:res. Si Ton etait conduit, comme 
il parait probable, a la conclusion que les rap- 
ports de poids atomiques peuvent etre rattaclies a 
des nombres rationnels dont ils different tres peu, 
il y aurait lieu de se demander si Ton ne pour- 
rait pas expliquer d’une part, la valeur rationnelle 
exacte, et d’autre part, la petite difference b 

8o. — La theorie de la mesure dont nous avons 
indique le principe pour les ensembles lineaires, 
s'etend sans difficuite aux ensembles situes dans 
la plan et dans Tespace a trois ou a un plus 
grand nombre de dimensions. Sous cette forme 
generale elle pent etre tres utile pour I’application 
de considerations statistiques aux questions de 
stabilite qui se posent pour les problemes meca- 
niques les plus generaux. 

Dans le domaine des mathematiques pures, 
c’est la mesure des ensembles plans qui a ete le 
plus utilisee, car elle trouve son application 
immediate dans la theorie des fonctions d'une 
variable complexe, theorie dont la place est si 
gTande en analyse, depuis les travaux de Cauchy. 

On salt que Tetude des problemes analytiques 


I. Les lignes pr6c4dentes out Writes pour la premiere fois k 
dne 4poque oii la theorie des isotopes a'avait pas ete approfondie ; 
les resultats obteaus daas ce domaine confirment entierement les 
vues emises dans le texte. Une confirmation plus nette encore en a 
ete donnee par les ideas nouveiles snr la constitution des atomes 
et sur les relations etablies par la theorie de la relativite entre la 
masse et I'eaergie ; il parait de plus en plus certain que les poids 
aiomiaues sent des nombres entiers. modifies nar de oetits termes 



LES SCI ESC ES MATHEMATiqi'ES 

ies plus importants se trouve a la fois simplifiee 
et ^claircie lorsqu'on envisage ces problemes, 
non pas seulement pour Ies valeurs reelles de 
la variable, mais aussi pour les valeurs com- 
plexes. Dans le langage geometriquey une 
■variable reelle est representee par un point 
d’une droite, tandis qu une variable complexe est 
representee par un point d’un plan. 

L’etude des fonctions d’une variable complexe 
est done I’etude de certaines fonctions qui 
dependent d’une maniere particuliere* de ia 
position d'un point variable dans un plan inde- 
Sni : ce plan est dit le champ complexe, par 
opposition a la droite indefinie, qui est le champ 
reel. 

Lorsque Ton etudie les proprietes d'une fonc- 
tion dans le champ complexe, on constate que 
certains points que Ton appelle points singuliers 
et parfois certaines regions que Ton appelle 
regions singulieres, jouent un role tres impor- 
tant. II arrive souvent qu’il est possible d’etablir 
pour la fonction etudiee certaines proprietes 
simples, a condition d’exclure certaines regions 
voisines des points singuliers ou des regions sin- 
gulieres. Dans le cas ou les regions ainsi exclues 
ont une mesure qui est une fraction connue de 
la region total e dans laquelle on considere la 
fonction, il est clair que Ton conn ait la probabi- 
lite pour que, un point etant choisi au hasard 
dans cette region totale, ce point ne se trouve 
pas dans les regions exclues et que par suite la 
fonction y possede les proprietds simples que 


1. Particnliere, k cause de la condition fondamentale de monogd- 
neite introduite par Caught : existence d’nne ddrit^e unique. 
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Von a etablies. On pent dire, pour abreger, qtie 
Fen corniF: la probability pour qua la fonction 
possede ces proprietes. 

Dans certains cas. soit que la region totale 
consideree soit infinie, soit que les regions 
exclu^s puissent etre rendues de mesure aussi 
petite que I’on veut, on sera conduit a dire que 
la probabilite est egale a un, ou du moins 
infiniinent voisine de un, tandis que la probabilite 
contraire est iniiiiiment petite. Ce langage est 
soiivent tres commode et son emploi systema- 
tique pent conduire parfois a des resultats im- 
portants. II n"est guere possible de donner ici 
des exemples de cette methode d' exclusion ; 
mais j'ai tenu a signaler tout au moins cet emploi 
du langage et des metbodes de la theorie des 
probabilites dans des questions d’anaiyse pure. 



TROISIEME PARTIE 


A VALEUR DES LOIS DU HASARD 




CHAPITRE VIII 


LA VALEUR PRATIQUE DBS LOIS 
I>U HASARD 


8i. Retour sur les piincipes et les definitions, — Sa. Le Jen eqai- 
table. — Sj. L’'esperaiicsrel2tive et I'esnerance matliemat’que dans 
les loteries, — S4. L'-r.fdts iz calcul dans les problemes de jenx 
de cartes. — 83. X’ntili'e du calcni est la ni^me dans tonte ques- 
tion pratique. -- So. L’abns et le neprls des chiffres. — S7. La 
distisctioa entre ia probabilite objective et la prcbabilite subjec- 
tive. — 88- La vie pratique et le hasard. — 89. L'unite bumaine 
de prcbabilite Ires petite. — 90. Le « scepticisme » de Poincare. 
— 91. La sensibilite in dividualiste et les plaisanteries sur la sta- 
tistique. — 92. Les Icais du hasard et la vaccination. — 95. La 
portee sociale des lots dn hasard. — 94. Les mathematiques 
sociales et les exces de rindividualisme. — 95- La morale et les 
coefficients d’altruisme.. — 96. Les coefficients d’altrnisme peuvent- 
ils ctre ndgatifs? — 97. Le patriotisme et rinternationalisme. 


81. — Nous avons essaye, dans la premiere 
partie de cet oiivrage, d’exposer comment on est 
arrive a soumettre au calcul les lois du hasard ; 
nous avons ensuite, dans la seconde partie, passe 
rapidement en revue les applications pratiques 
etscientifiqu.es des methodes ainsi creees; nous 
devons maiatenant nous demander quelle est la 
valeur pratique, scientifique et philosophique 
de ces applications ; doit-on considerer cette 
valeur comme diminuee par ce je ne sais quoi 
de mysterieux qu’evoque le mot de « hasard », 
ou doit-on au contraire penser que c’est Tetude 
approfondie des lois du hasard qui nous rensei- 
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o-nera le mieux sur la valeur de toute connais- 

o 

sance liumaine ? 

II me parait necessaire, pour aborder ces 
questions essentieiles, de reprendre le problem e 
du hasard en quelque sorte ab ovo, en regar- 
dant les chapitres precedents com me une simple 
introduction destinee a eta3^er d'exemples precis 
les reflexions qui vont suivre. C’est dans cet 
esprit que nous allons, dans ce chapitre, etudier 
tout d’abord la valeur de la probabilite dans la 
vie pratique et recherctier ensuite comment la 
sensibilite individualiste fait souvent obstacle a 
r acceptation par beaucoup d'hommes de con- 
clusions qui sdmposent cependant a leur rai> 
son; nous terminerons par de breves indications 
sur le role que pourrait jouer latheorie du hasard 
dans une morale basee sur la solidarite et dans 
revaluation de la valeur sociale des individus. 

Ze calcul des probabilites est V etude des lots 
du hasard. 

On a dej^ fait remarquer que cette definition 
n’explique une contradiction que par une autre 
contradiction. Si Ton ne comprend pas comment 
Ton pent parler de calcul a propos de probabi- 
Ute, on comprendra encore moins qu’il puisse 
etre question de lots a propos du hasard. Le 
hasard, n'est-ce pas precisement ce qui est en 
dehors de toute regie, de toute loi ? Et I’expe- 
rience de chaque jour ne nous apprend-elle pas 
a nous defier des lois auxquelles on pretend sou- 
mettre les evenements fortuits? Ne se produit-il 
pas frequemment des coincidences bizarres, des 
accidents etranges, contraires en apparence a 
toute probabilite? 

« De tels evenements se produisent sans 
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doute, affirm era le mathematicien, mais moins 
freo^uemment qu'il ne le semble. et leur frequence 
meme est regiee par les lois que leur arrivee semble 
dementir. On pent d'ailleurs donner de la justesse 
du calcul des probabilites d'excellentes preuves 
financieres : une compag-nie d'assurances bien 
geree fait toujours des benefices et la roulette 
n'a jamais mine son gerant. » 

€ Mais alors. repondra le contradicteur, a pro- 
pos de ce dernier exemple, vous regardez done 
comme impossible que la roulette soit ruinee? II 
suffirait cependant que je sois seal joueur et que 
je 3 one constamment le numero qui ra sortir. 11 
est sans doute bien peu probable que j'aie un tel 
fiair, mais cela est evidemment possible a conce- 
voir. Que deviennent alors vos principes? » 

Ce debat pourrait se poursuivre longtemps, 
car la difficulte qui en fait le fond ne peut etre 
elucidee que si on I’aborde nettement, de face, 
en commencant par etudier la notion meme de 
probabilite, avant de legitimer Tapplication que 
Ton y fera du calcul. 

82. — Considerons d^abord la probability dans 
le jeu le plus simple, celui de pile ou face. On 
jette en I’air une piece de monnaie et le pari 
porte sur le cote qui sera apparent apres la 
ebute. 

Pour eviter toute difficulte provenant de la 
dissymetrie de la piece,, nous pouvons supposer 
que I’on a tout simplement un jeton metallique, 
dont les deux faces sont absolument pareilles et 
ne se distinguent Tune de i’autre que par une 
difference de teinte. II n’y a alors aucune raison 
pour que le cote visible apres la chute soit Fun 
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plutot que Fautre, surtoiit si Fon 
que celui qui lance la piece a les yeux fermes et 
ne pent, par suite, disiinguer les deux cotes. II 35' 
a done cliances egales pour le cote que Fon 
appellera pile et pour celui que Fon appellera 
face. On convient de dire que la probabilite de 
chacun d’eux est un demi. 

Si Fon est oblige de parier ou decide a le faire, 
il n’y a pas de raison de parier pour pile plutot 
que pour face; si les mises sont egales, le jeu est 
equitable; si les mises sont inegales, ii est 
avantageiix pour celui des joueurs dont la mise 
est la plus faible. 

De ces constatations, evidentes par le simple bon 
sens, pouvons-nous tirer une regie de conduite? 

Avant de repondre a cette question, remar- 
quons tout d’abord que nous laissons ici de cote 
les raisons morales centre le jeu ; elles sont en 
debors de notre cadre, et nous nous plapons sys- 
tematiquement au point de vue utilitaire. Mais, 
memeen simplifiantainsileprobleme, cen’est que 
dans des cas tres particuliers que F etude faite 
sur la probabilite au jeu de pile ou face suffit a 
nous donner une regie de conduite. On peut 
avoir d’excellentes raisons pour ne pas jouer un 
jeu equitable ou meme avantageux; on peut, 
quoique plus rarement, avoir de bonnes raisons 
pour jouer un jeu desavantageux. 

Pierre possede exactement un million ; on lui 
propose de le jouer a pile ou face, centre un mil- 
lion (jeu equitable), ou meme contre un million 
et cinquante francs 0eu tbeoriquement avanta- 
geux). II est clair qu’a moins de circonstances 
tres particulieres, il est de Finteret de Pierre de 
refuser. 
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:ques se trouve isol€% sans relations, dans 
:ontree eloignee : il esi fort riclie et receiTa 
,in line somme importante : mais il a tres 
i interet a prendre un paquebot qui part 
une heure et ii n'a sur lui que 300 francs, 
que la traversee a payer d’avance coute 
•ancs. On lui propose de iouer a pile ou face 
;oo francs contre 200 jeu theoriquement 
-antageux; ; il a evidemment interet a 
iter. 

an lieu d"un jeu simple comme pile ou face, 
3 nsidere un jeu un peu plus complique, 
26 la loterie, il arrive frequemment que des 
derations etrangeres au simple calcul de la 
ibilite in:er\iennent pour faire adopter telle 
file regie de conduite. Par exemple, on ne 
pas afSrmer qu'il soit absolument deraison- 
f de payer 2 francs un billet d’une loterie, ou 
un million de billets et un lot d'un million, 
jrsonne unique qui gagne ie million trouve 
e generalement qu’en prenant son billet elle 
sage et prevoyante. 

lendant, elle a pave 2 francs un billet qui, 
ematiquement, n’en valait qu un. 
rersement, supposons que Jacques posse- 
exactement 100.000 francs, on lui ofFre 
rancs a condition que si un numero deter- 
sort le premier a une loterie de 2.000 bil- 
W fera abandon de toute sa fortune. La pro- 
on est matbematiquement avantageuse ; 
jst pratiquement inacceptabie. 

— On a propose une methode empirique 
tenir compte du fait que Timportance d’une 
3 somme d’ argent depend de la fortune de 
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cue c’est le rapport de la perte ou du gain pro- 
bable a la fortune totale du joueur qui constitue 
son esp-erance relative. Nous ne nous attarde- 
rons pas a discuter cette convention, dont Joseph 
Bertrand a montre tout Tarbitraire ; remarquons 
simplement que le chiffre de la fortune que pos- 
sede un homme est loin d'etre le seul motif qui le 
rende sensible a un gain ou auneperte determinee. 

Le seul moyen de ne pas etre conduit a des con- 
siderations aussi conventioonelles, estde renoncer 
a parler de ce qu'on appelle Vesperance matJie- 
matiqiie. ou tout au moins a ne regarder cette 
expression que comme designant une quantite 
qu il est souvent avantageux duntroduire dans 
les calculs de probabilites. Mais il ne faut pas la 
prendre au pied de la lettre : on fait cadeau a Pierre 
d’un billet d’une loterie dont le lot unique est de 
100.000 francs pour un million de billets ; son 
esperance mathematique est le quotient de la 
valeur du lot par le nombre de billets, c’est-a- 
dire lo centimes. Etcependant, s'il est pessimiste 
et mourant de faim, il preferera de beaucoup 
qu'on lui donne deux sous pour acheter du pain, 
tandis que s'il a de Fimagination, il sera pour un 
jour presque aussi content que si on lui avait 
donne les loo.ooo francs. En evaluant son espe- 
rance mathematique, on a fait un calcul, sans 
doute exact, mais sans valeur pratique. 

Les organisateurs de loterie le savent bien ; ils 
cherchent a frapper Timagination du public. On 
vendraplus facilement 20 francs un billet auquel est 
attache une esperance mathematique de 8 francs, 
si la repartition des lots est savamment calculee, 
qu'un billet auquel est attachde une esperance . 
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mathematique de 12 francs, mais qui ne pent 
faire gagner ancun gros lot sensationneL 

Concluons que la probabilite et la certitude 
n'ont point de cominune mesore : avoir une 
chance sur deux de po^seder i.ooo francs vaut 
matheniatiquement 500 francs; tel prefthera avoir 
surement 400 francs en poche, pensant qu‘il 
vaut mieux tenir que courir et tel autre, au con- 
traire, pay era volontiers cette chance 600 francs. 

Allons-nous done etre conduit a denier toute 
valeur pratique a la theorie des probabilites, en 
raison de cette impossibilite d'evaluer la proba- 
bilite au moyen de la certitude ? 

— Shi n'est pas possible de trouver une 
commune mesure entre la probabilite et la certi- 
tude, il nous reste la ressource de chercher a 
evaluer la probabilite au moyen de la probabilite 
elle-meme, e’est-a-dire au moyen d’une quantite 
de mime nature. La theorie des probabilites 
sera ainsi Vensemble des procedes mathhna- 
tiques qui permettent de definirdiune maniere 
simple une probabilite eqtiivalente d une 
probabilite donnee d'tme maniere compU- 
quee. Eclaircissons cette definition par quelques 
examples . 

En voici un oil le precede mathematique se 
rdduit a un calcul tres simple. Pierre et Paul 
jouent une serie de parties de pile ou face ; on 
note le resultat de chaque partie; pendant que se 
jouent les neuf premieres, aucun des joueurs ne 
doit rien payer a Tautre; a partir de la dixieme, 
Paul verse i franc a Pierre avant chaque partie 
et,en echange, Pierre s’engage a verser une cer- 
taine somme a Paul apres chaque sMe de dix 
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parties qui auroni luutes les dix amene face. 
Qiiel-e doit etre cette sonune pour qiie la 
situation de Paul soil la mime que sdl pre- 
naif des billets de i franc a une loterie equi- 
table? Un calcul aise dont on trouvera les 
elements dans tons les traites de calcul de pro- 
babilites donne comme reponse la dixieme puis- 
sance de deux, c"est-a-dire 1.024 francs. Si Pierre 
s'engage a verser 500 francs a Paul en cas de 
reussite, et si les joueurs ne font que dix parties, 
c*est-a-dire si Paul ne risque que i franc, sa 
situation est la meme que s’il prenait un billet 
de I franc a une loterie de i .024 billets dont le 
lot unique serait de 500 francs. Doit-il le faire ou 
non ? Le calcul ne pent repondre a cette question, 
mais seulement eclairer Paul, en precisant la 
nature de la chance qu'il court ; c’est k lui de 
decider ensuite s’il juge opportun de la courir. 

Le calcul precedent etait de ceux que toute 
personae un peu habitude aux problemes de 
probabilite fait d'une maniere presque reflexe, 
sans s’apercevoir qu’elle resout un probleme. II 
est des cas ou le calcul necessaire exige force- 
ment un temps assez long, meme avec Temploi 
des ressources de Tarithmetique et de I’analyse. 
C’est ce qui se passe dans la plupart des pro- 
blemes qui se posent dans les jeux de cartes et 
c’est la sans doute une des raisons de Fattrait de 
ces jeux pour ceux qui s y adonnent : il faut, a 
chaque instant, resoudre des problemes compii- 
ques dont la solution rigoureuse serait fort 
longue; le joueur est oblige de trouver rapi de- 
ment une solution par des precedes empiriques, 
et n’est pas toujours certain que cette solution est 
la meilleure. 
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Pour donner une idee de la complication des 
calculs auxquels conduisent les problem es dep:;iix 
de cartes, nous allons choisir un des exemples 
les plus simples, dans un jeu qui est lui-meme 
un des plus simplest 

Pierre et Paul jouent a Tecarte. Paul a donae et a 
retoume le huit de carreau; Pierre a le sept ds carreau, 
le roi, ia dame, le valet et Fas de pique. Queries son: les 
chances de gain de Pierre en jouant d'autorite ? 

Nous precisons le probleme en ajontant Thypo these que 
Paul joue pour plus d’un point sinon on devrait admettre 
qu’il n'a pas le roi d’atout) ; les cartes de Paul sont alors 
5 cartes choisies parmi les 26 cartes, autres que ceiles du 
jeu de Pierre et la retoume, a savoir : 6 atouts, 4 piques, 
S cceurs et S trades. 

Quelle est la probabilite pour que Paul n'ait pas d*atout? 
Pour la calculer, on doit calculer dVoord le n ombre total 
des jeux possibles, c'est le nombre des combinaisons de 
26 objets 5^5; et ensuite le nombre des jeux sans atouts, 
c’est le nombre des combinaisons de 20 objets 5^5. En 
divisant ce dernier nombre par le premier, on trouve, pour 
la probabilite cherchee, 0,2357 environ, c’est-a-dire qu'il y 
a 2,357 chances sur 10.000 pour que Paul n'ait pas d’atout; 
on trouve de mdme qu’il y a 4.419 chances sur 10.000 pour 
qu'il en ait un seul, 3.224 sur 10.000 pour qu’il en ait 2, 
4 ou 5* 

II est clair que si Paul n’a pas d’atout, Pierre fait la vole 
et que, s’il a un seul atout, Pierre gagne le point. 

Si Paul a plus d’un atout, Pierre perd, a moins que Paul 
n’ait precisement 2 atouts et 3 piques ; on trouve que la 
probabilite de ce cas est 9 sur 10.000. 

En resume, il y a 2.357 chances sur 10.000 pour que 
Pierre gagne deux points ; 4.428 4.416 -f 9) chances sur 10.000 
pour qu’il gagne un point, et 3,215 chances sur 10.000 pour 
qu’il perde deux points (ayant joue d’autorite). D’une ma- 
ni6re approximative mais plus simple, on peut dire qu^il y 

1 . Je laisse de c6te le baccara, jeu rudimentaire, dont la theorie 
mathematique peut ^tre faite completement et qui, pour cette raison, 
est un Jeu sans inter^t propre ; c’est seulement un moyen rapide de 
gagner ou de perdre de 1’ argent. 
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a, a pea pres, 2 chances sure pour que Pierre gagne deux 
points, 4 chances sar o pour qa'ii er. gagne an et 3 chances 
sur Q po^r qu'il er. perde deux. 

Yoild les renseignements que ie calcul donne 
a Pierre: e'est ensuite a lui de se decider. Ilsem- 
ble que. srl joue nne partie ordinaire, sa decision 
ne sera pas douteuse : en efFet, sur g parties 
analogues, il peut esperer gagner en tout 8 points 
et en perdre 6^; mais supposons qu’un spec- 
tateur qui suit le jeu de Pierre lui propose un 
pari tres important sur le gain du coup ; il sera 
facile a Pierre, a Faide des chifFres precedents, 
de reconnaitre si les conditions du pari sont equi- 
tables, avantageuses ou desavantageuses et il 
aura ainsi I'un des elements de sa decision quant 
k Tacceptation de cepari. 

85, — La valeur pratique de la tbeorie des pro- 
babilites nous apparait done comme relative ; le 
probleme pratique a resoudre est simplifie dans 
des termes, mais n'est pas modifie dans son 
essence; il reste un probleme de probabilite. 

II n’est peut-etre pas inutile de faire observer 
que ce caractere relatif n’est pas special a Fappli- 
cation des matbematiques aux probabilites ; on le 
retrouve dans toutes les applications pratiques 
des matbematiques, bien qu’on soit parfois tente 
de leur attribuer une valeur absolue. 

1 . Nous avons laisse de c6t& un point important; nous avons rai- 
sonne comme si, dans le cas oh les deux joueurs demandent des 
cartes, les chances de gain etaient egales pour Fun et Fautre ; ici, 
on -gerrait qu*elles sont plus faibles pour Pierre que pour son 
adversaire, ce qui est une raison de plus pour que Pierre joue 
d'antorit^; mais, d'une maniere generale, pour trailer un probleme 
d^ecarte on doit se demander si le fait de demander des cartes 
augmente ou diminue les chances de gain (en tenant compte aussi 
dc la probabilite pour que Fadversaire en refuse). 
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Je desire eclairer une salle : on me donne les 
elements necessaires pour calculer le prix de re- 
dent de Teclairage augazet a Felectricite. Apres 
des calcttls plus ou moins longs* je trouve que ’’e 
depenserai 30 francs par mois avec le gaz* et 
32 francs avec relectricite. Ce resultat precis sera 
i'un des elements de ma decision; ie suis mieux 
renseigne que si je connaissais seuiement le prix 
du metre cube de gaz et celui de Fliectowatt- 
lieure ; mais le calcul ne m’impose pas ma deci- 
sion. 

Il n'est pas necessaire de multiplier les exem- 
ples pour se rendre compte du role du calcul dans 
la vie pratique ; il met sous une forme plus facile 
a saisir certains elements de nos decisions ; ii 
remplace certaines donnees. plus ou moins com- 
plexes, par un petit noirfore de chitfres simples. 

II est cependant des cas cii le calcul parait suf- 
fire a determiner notre decision ; mais cela tient 
a ce que nous nous etions fixes d'avance une cer- 
taine regie de conduite; par exemple, dans 
Texemple de Teclairage au gaz ou a lelectricite, 
si j’ai decide, avant tout calcul, de clioisir Teclai- 
rage le meilleur marclie, le calcul m’impose le 
choix du gaz. Si j ’avals decide de clioisir Telectri- 
cite, pourvu que la depense supplementaire ne 
depassat pas 5 francs par mois, le calcul m’impo- 
serait le choix de Felectricite. 

De meme, je puis avoir Fintention de consacrer 
une certaine somme a I’achat de billets de lote- 
rie, et toe decide a clioisir, entre deux loteries 
qu’^on me propose, ou bien celle qui me donnera 
Fesperance matbematique la plus forte, ou bien 
celle qui me donnera la plus grande chance de 
gagner un lot superieur ou egala 100.000 francs. 
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Dans chaqne cas» la theorie des probabilites me 
dictera nia decision. 

86. — Malgre Tevidence de ces remarques, j'ai 
era devoir y insister un pen, car rintervention du 
calc'dl dans les decisions de la vie pratique donne 
trop souvent lieu a Tunde deux jugements extre- 
mes ; pour les uns, il est absurde de meler le cal- 
cul a une decision dont certains elements ne sont 
pas exprimables en ebiffres ; pour d'autres, les 
chifEres ont une vertu magique qui rend infaiili- 
bles tons ceux qui les emploient suivant les re- 
gies. 

Ces deux tendances opposees correspondent 
d'ailleurs, an fond^ a un meme etat d’esprit ; e’est 
parce que les chiffres leur paraissent avoir une 
valeur absolue eliminant toute discussion que 
certains esprits redoutent leur intervention et 
preferent se passer de leur secours que de s’as- 
sujettir a leur joug. 

On dit volontiers : rien n'est exact comme un 
chi&e, et Ton dit aussi : rien n'est brutal comme 
un chiffre. Les uns sont decides a se soumettre 
aveuglement au chiffre exact ; les autres refusent 
d'etre mis en presence du chiffre brutal. 

L’origine de cette illusion est aisee a indiquer : 
on ne pent faire un calcui que sur des chifFres 
precis ; il est tout au moins fort long de recher- 
clier les diverses solutions d’unprobleme qui cor- 
respondent a des valeurs diverses de donnees 
imprecises, et Ton recule generalement devant 
cette tache. On est alors conduit a adopter une 
valeur determinee pour chacun des elements du 
calcui, meme si cet element est mal connu. C'est 
ainsi qu’on etablit un devis ; on dit a ebaque ins- 
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tant : 11 faudra pour telle tache de quatre a six 
journees d'ouvrier: meitons cinq journees. II 
n'est pas jusqu’a limprevu qu'on ee calcule ri- 
goureusemeiit ; d'apres des donnees einpiriques, 
on evalue a forfait les frais impr*jvus unecertaine 
fraction, le dixieme par exeiaple, du clevis pri- 
mitif. 

Sur ces donnees precises, on pent faire des 
calculs precis, qui conduisent a un resultat pre- 
cis. Et, plus les calculs sont longs, plus le resul- 
tat risque d'etre inexact et plus cependant on a 
le temps d'oublier que les donnees etaien. impre- 
cises et de se laisser aller a la confiance qu 'ins- 
pire I’exactitude des operations aritlimetiques cor- 
rectement faites. 

La meme illusion seproduit frequemment dans 
les statistiques : on lit. cheque annee, dans les 
journaux, que la production t..o.aie du hie en 
France est evaluee, par exeir.p'.e. a 115.200.000 
quintaux. Ce chiffre a ete obtenu en addidonnant 
un grand nombre d’indications pariiculieres. dont 
chacune etait inexacte ; sa masse inspire cepen- 
dant une certaine confiance, et on en tire volon- 
tiers des deductions economiques. 

Gardons-nous done d'avoir trop de confiance 
dans les ebiffres ; ce sera le nieiHeur moyen d‘e- 
viter Texces contraire, qui consiste a repousser 
completement leur aide. II faut s'en servir, mais 
en n’oubliant jamais qu’ils ne creent point la cer- 
titude ; le calcul des probabilites apparait alors 
comme aussi justifie que tout autre calcul ; sa va- 
leur pratique est exactement la meme. 

gy, — II est cependant certaines applications 
pratiques de la theorie des probabilites. don: les 
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re-if.tars tellement visibles pour 

toas que I 'on est ter.te de se demander si nous 
n'avons pas e:e trop severes en affirmant qu’un 
calcul portant sur des prcbabilites ne pent pas 
conduire a la certitude. 

Les actions d'une conipagnie d'assurances se- 
rieuses, cedes meme du cercle de olonaco, son! 
un placement dent le revenu est tres regulier. II 
n'v a pas de rapport enire la conduite d'un capi- 
taliste qui acbete ces actions et celle d'un joueur 
qui risque tout son argent au baccara ou a ia lo- 
terie. 

Cette diiierence est assez gTande pour que Ton 
ait pu etre amene a parler de la valeur objective 
du calcul des probabilites : 

Un joueur veut tenter un coup; il me deman de con sell. 
Si je le lui donne. je m'inspirerai du calcul des probabilites 
mais je ne lui garantirai pas le succ^s. C’est 14 ce que 
j’appellerai la probahilite subjective... Mais je suppose 
qu'un joueur assiste au jeu, qu'il en note tous les coups et 
que le jeu se prolonge longtemps; quand il fera le releve 
de son carnet, :I constatera que les evenements se sont 
repartis conformement aux lots du caicu! des probabilitds. 
C’est la ce que j'appellerai la probabiliti objective... Il 
exists de nombreuses societes d’assurances qui appliquent 
les regies du calcul des probabilitds et elles distrihueut 4 
leurs actionnaires des dividendes dont la realitd objective 
ne saurait etre contestee. (Poincar^, Science et kypothese.) 

Sij'ai tenu k citer ce passage, c’est qu’il me 
parait necessaire de prevenir une confusion, que 
n’a certainement pas faite Poincare, mais que 
pourrait faire un lecteur non averti. Ce n'est pas 
une difference de nature qui separe la probahilite 
objective de la probahilite subjective, mais seule- 
mentune difference de degre. Un resultatdu cal- 
cul des probabilites merite d’etre appele objectify 
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lorsque sa probabilite deviant asse^ grande 
pour se confondre praiiqnemefil avec la cer^ 
iitiide. II importe pen alors qu'il s'agisse de pre- 
Yoir des phenomenes futurs on de recenser des 
phenomenes passes : on peu: egalement affirmer 
que la loi sera on a ete veriSee. 

II a, par example, a Paris, environ i.ooo nais- 
sances par semaine, eti’on pent admettre comnie 
nn fait d’experience qne la probabilite de la nais- 
sance d'un garpon est egale a la probabilite de la 
naissance d'line fille ^ 

Est~il possible que pendant une semaine deter- 
minee ; passee ou future) il ne naisse a Paris que 
des gardens? La probabilite d'un tel evenement 
est a peu pres egale a la probabilite a amener 
mille foisde suite pile au jeu de pileou face ; ily a 
une chance favorable centre un nombre de chan- 
ces defavorables egal a la millieme puissance de 
deux, e’est-a-dire a un nombre d’environ trois 
cents chiffres, Cette chance favorable est a peu 
pres celle que Ton aurait d'obtenir les deux pre- 
miers vers du Cid en tirant au sort dans un cha- 
peau les lettres de Talphabet fran^ais : on y 
aurait mis les vingt-cinq lettres^ on en tirerait 
une, que Ton inscrirait et que Ton remettrait 
dansle chapeau ; on en tirerait une seconde apres 

I. En realite, Tegalite n’est pas exacte, et il n’est pas non plus 
absolument exact d’assimiler, au point de vue de la loi des ecarts, 
les naissances a un jeu de pile ou face. Mais les approximations 
que nous faisons sont parfaitement legitimes, notre but etant de 
donner un exemple et non de faire un calcul rigoureux. On trouvera 
une interessante discussion de la probabilite des naissances mascu- 
lines et feminines dans le Tra.iii du esicul des prehahilitis, de 
Joseph Behtrand {Gauthier- ViUars). Voir aussi Emile Borel, Eld- 
ments de la tkJoris des prohahilites[HQTmznii) et E. Carvallo : 
te calcul des prohahilitis et ses applications (Gauthier-Villars). 
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avoir agite et ainsi de suite. II ii'est evidem 
pas impossible, au sens rigoureux du root 
Ten cbtienne precisenieot les deux prentiers 
di: Cid. en procedant ainsi. Cela nous para 
nendant tellement peu vraisantblable qu 
Texpirience faite devan: ncus reussissait, 
serious absolument persuades qu'elle eta.it 
quee. 

Nous n’avons pas a revenir id, sur les pi 
nes au meyen desqnels on arrive a calcule 
probab-ilites complexes qui approcnent de Ic 
litude, en partant de prebabilites simples 1 
coup plus faibles. Sachant que la proba' 
d'amener face est un sur deux, on trouve q 
probabilite pour que Ton atntee moins de 401 
fois face sur un million de coups est absolu; 
negligeable. Dans cet exemple. le calcu' 
simple et les bases sur lesquelles il repos 
paraissent pas contestables ; les choses sont 
coiBpliquees dans les problemes d'assurance: 
intervienn-ent des probabilites empiriques 
la vie bumaine. La verification objective de 
sultats du calcul pent alors etre consideree co: 
apportaat aux priiicipes employes une confi 
tion necessaire : e’est en ce sens qu'il faut ei 
dre les remarques de Poincare, que nous a 
parti ellement citees tout a Tlieure. 

88. — Ce n’est pas seulement dans les pr< 
mes de probabilite, c^est dans tous les acte 
la vie que nous agissons comme si une prol 
iite tres grande equivalait a une certitude. 

Lorsque nous disons que les benefices c 
compagnie d’assurances dependent de Tex 
tude du calcul des probabilites, nous pensons 
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gnie pour Tetablissemen: de ses tarifs. Mais il ue 
suffir pas que les tarifs soieut bien etablis pour 
que la Couipagnie fassedes benefices* il faut sur- 
tout qu'elle ait une clientele, et la regularite de 
la clientele est une question de probabilite qui 
intervient dans toutes les entreprises. 

3Iais nul n’est tenu d'etre actionnaire : n’est-il 
pas possible de limiter notre activite de maniere 
que la probabilite nV joue aucun rule? II esi 
aise de voir qu'une telle pretention menerait tout 
droit a la folie. 

II sufiit pour cela d'imaginer la vie d'un bamme 
dans ces con-^i^ion s: il rejettera de son alimen- 
tution toutes les matieres suspectes de pouvoir 
renfermer ces poisons ou des microbes pctnoge- 
n?s, ce cu: sera de;a bien complique ; il vivra 
dans une rnai-on incombustible, ne sortira pas 
dans les rues quand il fait du vent de peur qu'une 
tuile ne Tecrase, etc. 

31ais ce n'est pas tout : il re<?oit une depecbe 
signee du nom d'un de ses amis et se rapportant 
a une question importante qu’eux seuls connais- 
sent ; qui lui assure que cette depecbe vient bien 
de son ami? a-t~il pas une erreur de trans- 
mission, une coincidence qui a transforme com- 
pletement I'adresse, le texte et la signature ; la 
probabilite pour qu’il en soit ainsi pourrait etre 
calculee et ne serait pas rigoureusement nulle. 

La probabilite n’est pas nulle non plus pour 
que Ton confonde une personne inconnue avec 
un ami, que cette personne inconnue vous con- 
fonde on meme temps avec un de ses amis, vous 
interpelle par votre nom (qui serait comme par 
kasard le meme), vous parle de plusieurs amis 
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'ayant aussi les memes noms on pr^- 
noms' ei Snisse par vous emprunter de Fargent 
sous nn pretexte qui parait tres naturel. 

II est inutile d'insister; concluons que cbacune 
de nos decisions esi basee snr des donnees sim- 
pleinent probables, mais assez probables pour 
que nous agissions comine si elles etaient certai- 
nes. Plusieurs des donnees que nous fournit la 
tlieorie des probabilites proprement dite sont 
assez probables pour pouvoir etre rangees dans 
cette categoric. La x'aleur pratique de la theorie 
des probabilites est, dans ce cas, exactement la 
meme que celle de toutes nos autres connais- 
sances. 

— Nous pourrions en rester li, mais il est 
une question importante dont il parait necessaire 
de dire un mot, bien qu’elle ne soit pas d’ordre 
matbematique, mais d'ordre purement psycholo- 
gique et ne soit par suite susceptible d’aucune 
solution vraiment precise. Mais elle se rattacbe 
trop intimement a ce qui precMe et vient trap 
naturellement a Fesprit pour que nous puissions 
refuser de Faborder. 

On pent la formuler ainsi : apartir de quelle 
limite laprobabilite peut-elle etre confondue 
avec la certitude? 11 est evident que Ton ne 
peut faire a une question ainsi posee une reponse 
rigoureuse et exacte. Il serait absurde de dire 
qu’il y a certitude lorsqu’il y a une chance defa- 
vorable sur i.ooo.ooo, tandis qu’ilya probabilite 
lorsqubl y a une chance defavor able sur 999.999. 
Le vieux sophisme du tas de ble trouve ici son 
application. 

Mais d' autre part, cela a-t-il un sens de dire 



qu’on confond avec la certitude une tres grande 
probabiiite * ? 

li est clair que le mot tres grarxd n'a et ne peut 
avoir aucun sens absolii ; il a seulement un sens 
relatif. Un milliard estdl un noinbre tres grand? 
S'il s'agit de francs a recevoir. on 'ugera genera- 
lement que c'est beaucoup : s’il s’agit de litres 
d'eau a verser dans Tocean il est certain que c'est 
tres peu. Les mots tres grand et tres petit n’ont 
done aucun sens, si Ton ne precise pas I'unite de 
comparaison. 

Oil pouvons-nous chercher cette unite de com - 
paraison pour les probabiiites ? 

Il ne semble pas que Ton puisse faire deux re- 
ponses a cette question: nous devons nous rap- 
peler que nous sommes des bommes et chercher 
une unite Jitmiaine. On peut d’ailleurs, pour 
cela, se placer a des points devue divers, qui con- 
duisent a des resultats sensiblement analogues. 

Nous pouvons porter notre attention sur la duree 
de la vie humaine. Cette duree ne depasse guere 
30.000 jours ; un homme qui accomplit un acte plu- 
sieurs fois par jour, pendant toute sa vie, arrive a 
I'accomplir quelques centaines de milliers de fois ; 
s’il s’agit d’un acte tres simple, comme de faire un 
pas, d'avaler une bouchee, ou de respirer, ce pourra 
etre au plus quelques centaines de millions de fois. 

Si, dans un tel acte, une circonstance quelcon- 
que peut eventuellement presenter des inconve- 
nients graves, nous chercherons a les eviter, si 
nous les connaissons, cequi arrivera sices incon- 


I. En langage mathematique, il faudrait dire unt prohahilite fres 
voisine de un. Nous parlons ici le langage vulgaire et prenons comme 
vaieur de la probabilite le nombre des chances favorables qu’il y a 
contre une chance defavorable. 


V'''n:en:s se presentent eneciivement assez sou- 
veu: ^ur nous ayons pu les remarquer. 31ais, 
s: li- i.Tu'iabilire de ces iuconvenients est assez 
rdible uour qu'ils soient generaiement ignores, la 
T.barar: des homines nen tiendront pas compte. 
On est ainsi a.inene a admettre comme uo fait 
que. dans la conduite habituelle de la vie, nous 
n.-.rr-’.-^'eons generalement les probabilites infe- 
rieures a un millionieme (sauf quand nous pre- 
nons un billet de loterie} . 

On arrive a la meme conclusion en considerant 
un autre element humain. le nombre des hom- 
ines qui viveni dans une ville ou un paA’s. II y a 
a Paris moins d'un million d'hommes adultes ; 
iesjournauxrapportent chaque jour des accidents 
ou incidents bizarres arrives a Tun d’eux ; la vie 
serait impossible si chacun craignait continuelle- 
ment pour lui-meme toutes les aventures qu'on 
pent lire dans les faits divers ; cela revient a dire 
qu’on doitnegliger pratiquement les probabilites 
inferieures a un millionieme. Telles sont les pro- 
babilites pour qu’il se produise des coincidences 
invraisemblables ; lorsqu’elles sont presentees 
d'unemanieresystematique, eiles excitent le rire : 
c'est un procbde bien connu des vaudevillistes 
et des fabricants de films comiques. 

Je sais bien qu’un homme sage et prudent di- 
ra : il faut toujours mettre de son cote le plus de 
chances possible; si je sais qu’en agissant de telle 
maniere, j'ai, ne serait-ce qu'une chance sur uu 
inilliard d’etre tue, tous les raispnnements ne me 
decideront pas a courir gratuitement cette chance. 

Sans doute, 6 homme sage et prudent ; mais 
toute votre prudence ne vous empechera pas de 
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courir joiimellement des dangers dont la proba- 
bilite est bien plus forte : 

Souvent la peur d’un mal fait tomber dans im pire. 

Pour savoir distinguer le pire, il est bon de 
connaitre les probabilites des diverses eventua- 
lites; best en ce sens que la tbeorie des proba- 
biiites intervient d’une maniere plus on inoins 
consciente dans toutes nos decisions ; il y aurait 
souvent avantage a rendre son intervention plus 
consciente en la precisant par des cbifffes, a con- 
dition toutefois de ne pas oublier que, si nous 
pouvons prendre les chiffres comme conseillers, 
nous ne devons jamais etre leur esclave. 

90. — La tbeorie des probabilites a ete creee 
et perfectionnee par des bommes qui furent a la 
fois des savants illustres et des penseurs univer- 
sellement admires : qu’il suffise de citer les noms 
de Pascal, Buffon, d'Alembert, Condorcet, Euler, 
Laplace, parmi les plus celebres ; il est singulier 
de constater que, malgre Tautorite qui s’attacbe 
a de tels noms, on rencontre a cbaque instant, 
cbez les personnes incapables d’approfondir les 
theories matbematiques, des doutes ou meme des 
negations sans Tombre d'unepreuve au sujet des 
resultats les plus solidement etablis. C’est la un 
pbenomene des plus curieux, car il contraste sin- 
gulierement avec la foi aveugle et parfois exces- 
sive que le public accordegeneraiement aux affir- 
mations des « savants ». 

Je ne crois pas qu’il faille en cbercber la rai- 
son dans le « scepticisme transcendantal » auquel 
se sont parfois laisses aller quelques-uns des pen- 
seurs les plus eminents qui ont ecrit sur le calcul 
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des : ' — 'e fais pariiculiereiiient allu- 

s;o:: a Joseph Ber:rand et surtout a Henri Poia- 
care. Lor^roue celn:-ci discute les fbnienients de 
la connaissance, il est porte a ccntester egale- 
nten: la vauiir absoiiie des opinions classiques 
sur le mouvement de la terre et sur les lois du 
hasard: mais c’est la une opinion metaphysique 
sans plus de valeur pratique que la negation phi- 
losophique de i’existence du monde sensible — 
la comparaison est de Poincare lui-meme. C’est 
seulement en les comprenant mal qu'on a pu 
croire que Bertrand ou Poincare ne regardent pas 
les res ui tats de la theorie des probabili tes com me 
des verites scientiSques aussi certaines que toute 
verite scientifique. Mais ce n‘est pas parmi leurs 
iecteurs que se trouvent les sceptiques — ou plu- 
lot les negateurs — dont je voulais parler ; ceux- 
ci nont pas generalement la culture mathemati- 
quenecessairepour lire detels ouvrages ; ce n'est 
pas leur raison, c’est ieur sensibilite qui est cho- 
quee par les conclusions de la theorie des pro- 
babilites, ou du moins par la manieredont ils les 
comprennent et les interpretent. 

Xous sommes done conduits a nous demander 
ce qui, dans la theorie des probabilites, heurte 
a tel point ia sensibilite de beaucoup d'hommes 
que ceux-la seulement I’acceptent pour vrai, dont 
la raison est assez forte pour suivre dans tous 
leurs details les deductions logiques ; pour les 
autres, Targument d’autorite, si puissant lorsque 
leur sensibilite est indifferente et impartiale, ne 
suffit pas a vaincre leurs repugnances. 

En essayant d’approfondir les raisons pour les- 
quelles la theorie des probabilites est antipathique 
a beaucoup d’esprits, j’espere arriver a faire voir 
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que cette antipathie repose en grande partie sur 
un malentendu ; il serait desirable que ce malen- 
tendu soit dissipe, car la vulgarisation des con- 
clusions, sinon des methodes, de cette brancbe 
de la science, serait d’une grande utilite sociale. 

gi. — Chacun de nous tient particulierement 
a tout ce qui constitue son individualite et parti- 
cipe ainsi plus ou moins a cette sensibilite indi- 
vidiialiste que Ton a parfois signalee comme 
Tapanage de quelques esprits d’elite. 

Le trait dominant de la sensibilite individualiste est en 
effet ceiui-ci; le sentiment de la < difterence > humaine, de 
Funidte des personnes. — L'indiddealiste aime cette 
« di^ererxe > non seulement en soi, mais chez autrui. II est 
porte a la reconnaitre, a en tenir ccmpte et a s’y com- 
plaire. Cela suppose une intelligence fine et nuancee. 
Pascal a dit : « A mesure qu’on a plus d'esprit, on trouve 
quil y a plus d’hommes originaux. Les gens du commun 
ne trouvent pas de difference entre les hommes. > La sen- 
sibility sociale ou gregaire se complait dans la banality 
des traits: elle aime qu’on soit < comme tout le monde >. 
La sensibilite cbretienne, humanitaire. solidariste et demo- 
cratique voudrait effacer les distinctions entre les moi. 
Amiel y voit avec raison Fin dice d’une intellectuality gros- 
siere. < Si, comme dit Pascal, k mesure qu’on est plus 
developpe, on trouve plus de diffdrence entre les bommes, 
on ne peut dire quel’instinct dymocratique developpe beau- 
coup Fesprit, puisqu’il fait croire a Fegality des merites en 
vertu de la similitude des pretentions. » Le chrytien dit : 
< Faites d autrui ce que vous voudriez qu’il vous fit. > A 
quoi un dramaturge moraliste, B* Shaw, ryplique avec 
esprit : < N e faites pas d autrui ce que vous voudriez qu’il 
vous fit ; vous n’avez peut-etre pas les memes gouts > 

I. G. Palantb, Mercure de France du i6 juin 1908 ; les caractyres 
de la sensihiliti individualiste sont dyfinis dans cette etude avec 
beaucoup de finesse ; mais plusieurs de ces caracteres sont, quoi que 
paraisse en penser Fauteur, communs presque tous les hommes ; 
c’est une question de degr^. 
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Ce besoin d' e unicite ne se manifeste 
d^ailleurs seulement chez quelques rares indivi- 
das : il exi^te chez prcsque zous ies 

homraes. prenant parfbis des formes naives et 
un pen ridicules, dont Tune des plus curieuses 
estrimportance que certaines personnes attachent 
a tout ce qui concerne leurpropre nom. L'impor- 
taiice attachee a la reproduction du nom prend 
ies formes les plus diverses : la plus grossiere 
est peui-etre le desir de voir son nom ecrit par- 
tout, desir dont Texpression, suivant Ies classes 
sociales. evolue des « gramtti » aux « echos 
mondains » ; une minima erreur d'orthographe 
dans une adresse de lettre, le fait de n’etre pas 
appele immediatement par son nom, meme si on 
est reconnu, provoquent parfois une reelle mau- 
vaise humeur. Ces diverses formes de suscepti- 
bilite sont d'ailleurs particulierement repandues 
chez les esprits les plus mediocres, a3^ant le 
moins d'individualite : il est, somme toute, assez 
naiurel qu’iis cherchent a accroitre par tous les 
in ovens leur inconsistante personnalite. 

Un fail plus normal est que I’homme n'aime 
pas, en general, perdre son nom et etre designe 
par un numero ; ni meme etre compte seulement 
comme une unite dans un gxoupe sans etre indi- 
viduellement designe. C’est deja la une raison 
pour que la statistique ne soil pas populaire et 
pour que les plaisanteries faciles que Ton peut 
faire a son sujet soient generalement bien accueil- 
lies ; Tune des plus classiques consiste a enoncer 
gravement que telle voiture publique transporte 
jouraellement '245 voyageurs et 47 centiemes de 
voyageur; Teiement comique resulte precisement 
de ce que Ton pousse jusqu^a Tabsurde rassimila- 
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tion de rindividn avec une simple unite arithme- 

tiqne abstraite. 

Voila done un premier element de suspicion 
contre la tbeorie des probabiiites dans tons les 
cas fort nombreux oii elle se base sur le denom- 
brement dlndividus humains; mais ce n'est point 
ie seul, ni le plus important. 

La tbeorie des probabiiites ne se confond pas 
en effet avec la statistique, a laquelle s’applique 
aussi tout ce qiii precede ; non contente de recenser 
les evenements passes, elle pretend prevoir dans 
une certaine mesure les evenements futurs : e’est 
en cela qu'elle est une science. Cette pretention 
beurte tout d'abord le sentiment psychologique 
de la liberte humaine (dont la valeur metaphy- 
sique n’est pas ici en question) ; Ton affirme que, 
s*il ne se produit pas d’evenements exceptionnels, 
tels que guerre, tremblement de terre, etc., il y 
aura surement plus de i.ooo mariages en France 
!a semaine prochaine : ne depend-il pas des 
fiances de dementir la prediction en ajournant 
d’une semaine la celebration de leur union 
L’ objection ne supporte pas Texamen, mais elle 
est souvent admise implicitement sans examen. 


I. II semble que Joseph Bertrand ait pense, sans toutefois jamais 
le dire espressement, que la clause « s’il ne se produit pas d’eve- 
nement exceptionnel » enleve toute valeur aux predictions bashes 
sur le calcul des probabiiites. Cette clause a pourtant un sens tr^s 
clair et intervient dans tons les phenomenes scientifiquement obser- 
vables : Tastronome verra passer telle etoile k telle heure au meri- 
dien, si sa lunette et son horloge fonctionnent hien. Particulierement 
dans les ^Tenements oh intervient la liberty humaine, ii est sans 
inter^t de constater qu'un motif exceptionncl pent causer des pertur- 
bations ; par exemple nne ipiddmie provoque un exode exceptionnel 
de voyageurs : chacun a alors conscience qu® sa decision a ete influen- 
cee parce motif: ce qui est intiressant, e’est de constater la r^gularite 
des resultats iorsque les mobiles sont varies suivant les individus. 
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€|2, — II est enfin des cas oh !es previsions clu 
calcul concerneat des phenomenes independants 
de la To’onte de riioinme, mais qui le touclient 
de trop pres pour qu'il piiisse les considerer froi- 
demeiit* aux seules lumieres de la raison. Je ne 
parlerai pas des superstitions et des folies aux- 
quelles la passion du jeu conduit les esprits les 
mieux equilibres ; mais je voudrais dire quelques 
mots de Tapplication du calcul aux probabilites 
concernant la vie humaine. II est peu de sciences 
dont la valeur objective soit moins contestable : 
les compagnies d'assurances sur la vie, du moins 
celles dont la gestion est serieuse et conforme 
aux regies scientifiques , encaissent des bene- 
fices et distribuent des dividendes dont la rea- 
lite tangible ne redoute aucun scepticisme. Mais, 
si Ton ne pent contester ces resultats generaux, 
certaines affirmations particulieres, souvent mal 
comprises, se heurtent a Tappreliension supers- 
titieuse ressentie par beaucoup d’hommes des 
que, meme tres indirectement, il pent etre ques- 
tion de leur propre mort. Cet individualisme 
biologique 2? est tres repandu et a des mani- 
festations tres diverses, dont la plus sonvent 
signalee est un certain besoin pueril d^affirmer 
rexcellence de sa propre sante, la cc solidite 
de son coffre Cbacun jugera volontiers les 
previsions du calcul fort raisonnables, a condi- 
tion qu’on les applique a une population dont 
il ne fait pas parti e, aux CMnois ou aux negres 
s’il est de race blanche ; mais il n*aime point 
qu'on assigne la duree de sa vie moyenne ou 
probable, distinguant d’ailleurs mal le sens de 
ces expressions 

H est, en ces questions, une autre source de 
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paradoxe, qui apparaitra clairement dans un 
exemple fourni par Joseph Bertrand ^ 

Dans un probleme plus celebre et plus grave, la vie 
humaine servait d’enjeu. L’inoculation, avant la vaccine, 
^tait, contre la variole, le meilleur parti qu'on put prendre; 
mais I inociile sur 200 mourait des suites de Toperation. 
Quelques-uns hesitaient; Daniel Bernoulli, g^om^tre impas- 
sible, calculait doctement la vie moyenne, la trouvait 
accrue de trois ans et declarait par syllogisme rinoculation 
bienfaisante. D’Alembert, toujours hostile a la theorie du 
jeu, quil n’a jamais comprise, repoussait avec grande 
raison cette fois i’applicatioii qu’on en voulait faire : « Je 
suppose, dit-iL que la vie moyenne dhn homme de trente 
ans soit trente autres annees et qudl puisse raisonnabie- 
ment esperer de vi\Te encore trente ans en s’abandonnant 
A la nature et en ne se faisant pas inoculer. Je suppose 
ensuite qu'en se soumettant a Fop^ration la vie moyenne 
soit de trente-quatre ans. Ne semble-t-il pas que, pour 
apprecier Favantage de Finoculation, il ne suffit pas de 
comparer ia vie moyenne de trente-quatre ans a la vie 
moyenne de trente, mais le risque de i sur 200 auquel on 
s'expose, de mourir dans un mois, par Finoculation, a 
Favantage eloigne de vi\tre quatre ans de plus au bout de 
soixante ans ? » 

On argumente mal pour vider de telles questions : sup- 
posoQS que Fon puisse, par une operation, accroitre la vie 
moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, a la 
condition qu’une mort immediate menacera le quart des 
operes : un quart des vies sacrifie pour doubler ies trois 
autres, le benefice est grand. Qui voudra le recueillir? 
Quel medecin fera Foperation ? Qui se chargera, en y invi- 
tant 4.000 habitants robustes et bien portants d’une meme 
commune, de commander pour le lendemain i.ooo cer- 
cueils ? Quel directeur de college oserait annoncer a 
50 meres, qu’empresse d accroitre la vie moyenne de ses 
200 eleves, il a joue pour eux ce jeu avantageux et que 
leurs fils sont ies perdants ? Les parents les plus sages 
acceptaient une chance sur 200; aucun, sur la foi d’aucun 
calcul, ne s’exposerait d i chance sur 4. 


t. Calcul des prohahiliies, p. xiL 
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Le ]Mirado::e e>t c^rarjine: . expose, mais 211 
tfAlember:. ni Benrand ne mettent en evidence 
la raison profonde pour laquelle c< on argumente 
r::cd en de telles questions. Cette raison me 
parait etre la suivante : Tincertitude de la date 
de sa mort est ime condition essentielle de la vie 
de Fhomme: il est aussi absurde de renoncer 
actuellement a cette donnee que- de snpposer des 
incursions sur les planetes voisines. Si, dans 
Tavenir, les progres de la science permettaient 
d'assigner ia date esacte de la mort de cnacun, la 
mentalite de rhumanite en serait modiiiee au 
point que nous ne pouvons prevoir quelle serait 
son attitude en face des problemes que pose Ber- 
trand. Et, cependant, cette bypotbese est neces- 
saire pour que ces problemes puissent etre reel- 
lement poses d'une maniere concrete : sinon, ce 
ne sont que des speculations vides de sens. Le 
jour oil Ton pourrait dire a un bomme de trente 
ans : <c vous etes scientifiquement assure de vivre 
jusqu'a soixante ans, mais pas da vantage; telle 
operation prolongera sureraent votre vie jusqu'a 
quatre-vingts ans, mais vous risquez une mort 
immediate, qui se produit une fois sur dix », et 
oil la confiance dans une science eprouvee ne 
laisserait aucun doute sur la verite de ces affir- 
mations, ce jour-la on pourrait se deman der 
quelle r^ponse doit faire cet bomme. Mais, pour 
nous qui vivons actuellement, de telles affirma- 
tions seraient sans fondement ; nous savons tres 
Men qu’on ne peut nous assurer Tavenir et cette 
incertitude meme est necessaire pour que nous 
goutions la vie. 

On pourra repondre que le calcul des proba- 
bilites ne saurait promettre une certitude, mais 
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pent garantir, dans certains cas, une moyenae ; 
n'esl-ce pas un resuitat positif que d’augmenter 
cette moyeiine? Sans doute, mais alors il ne fau- 
drait pas raisonner comme si la vie reelle devait 
eire toujours exactement egale a cette moyenne ; 
la repartition autour de la moyenne n’est nulle- 
ment indiiferente, et c’est ce qu oublient d’Alem- 
bert et Bertrand. Etudions de plus pres un de 
ieurs exemples. 

Bertrand considere loo individus, dont chacun 
doit vivre quarante ans et propose d'en sacrifier 
immediatement 2 5 pour prolonger pendant quatre- 
vingts ans la viedes 75 autres ; iln’a pas de peine 
a montrer que cette proposition est inacceptable. 
II n’en serait pas forcement de meme si Ton 
admettait, comme on doit ie faire, que chacun ne 
vii pas precisement la vie moyenne. Supposons 
100 individus atteints d'une maladie grave, dont 
on doit supposer que 50 mourront dans un tres 
brer delai ; les 50 autres vivront en moyenne qua- 
rante ans ; la duree moyenne de la vie, pour 
les 100 individus, est done vingt ans environ ; 
si, par telle operation ou tel traitement, on en 
sauve 75 dont la vie moyenne sera encore qua- 
rante ans, les 25 autres succombant a I'operation, 
la duree moyenne de la pour les 100 indi- 
vidus, deviendra trente ans ; ici, il n’est pas dou- 
teux que Taugmentation de la vie moyenne ne 
soit avantageuse, et un medecin bien renseigne 
conseillera le traitement qui sur 4 malades en 
sauve 3 au lieu de 2 seulement. 

Supposons, au contraire, que par une operation 
sur les nouveau-nes, on evite telle maladie de la 
vieiHesse et qu’on prolonge ainsi de quelques 
annees la vie moyenne de ceux qui depasseront 



pour ren^emble des individus, aucune mere ne 
souniettra son enfant a Toperation. si celle-ci est 
morielle seiilement i fois sur loo. Tout cela ne 
rrouve quTne chose : c'est que, pour interpreter 
les resultats d'un calcuL on n’est pas dispense 
d'avoir du bon sens. 

— Mais le bon sens, non plus que le calcuL 
n’assure contre le malheur, et ce sera toujours 
une maigre consolation pour un individu de 
penser que la probabilite du malheur etait faible, 
si c'est lui qui le subit. Celui qui meurt de faim 
s'interesse peu a Taugmentation de la fortune 
mojenne : on ne doit pas chercher dans la statis- 
tique ni dans le calcul des arguments pour con- 
soler ceux qui souffrent des inegalites sociales ; 
cette constatation ne diminue en rien la valeur 
propre des statistiques ni des caiculs par les- 
quels on les interprete. 

C'est seulement, en effet, a un point de vue 
particulier que le statisticien ou le mathemati- 
cien etudient ies phenomenes sociaux ; cette etude 
a une portee limitee, mais eile constitue une 
science exacte lorsque Ton ne pretend pas Tetendre 
au dela de ses limites naturelles. On ne doit y 
chercher ni arguments moraux, ni raisons imme- 
diates d'agir : mais seulement, comine dans les 
sciences ph3"siques, un moyen de bien connaitre 
les evenements passes et de prevoir avec une 
certaine approximation les evenements futurs. 
Lorsque I'on predit que plus de cent mille Pari- 
siens prendront demain le c< metro », on n ’oblige 
aucun d’eux a choisir ce moyen de transport ; on 



enonce simp.enient un ia:t que i experience con- 
De inenie. si Ton prt^d:: que. :el*e muni- 
C!p‘i’i:e annon ;an: i enirer ri-t* ue plu^^ieurs mil- 
lions de travaux. on peui en conclure one quel- 
ques ouvriers periron: vicdrnes d’acciden.- du 
travail, on ne merite. pas plus que ceux dont 
rinitiative ordonne les iravaux, d'eire traire d'as- 
sassin : rien ne prouve que la inGrialite n'aurait 
pas ete plus grande chez les ouvriers inoccupes. 
ou occupes ailleurs : substituer a ce:te incertitude 
une prevision relativement precise augmenie nos 
connaissances sans faire de tort a personne. 

II faut seulement prendre garde de ne pas 
tomber dans un tra vers trop repandu : bieii des 
person nes redoutent d'autant plus les inconve- 
nients et les dangers qu’ils sent mieux connus : 
elles seront enrayees par une statistiapue precise 
des accidents de chemins de fer et ne pen seront 
pas aux accidents moins soigneuseinent releves 
atteignant les personnes qui se promenent tran- 
quillement a pied dans les rues ou sur les grandes 
routes. De meme, ieur attention ayant eteattiree 
sur les inconvenients precis que peut avoir tel 
mode d’aiimentation* elles s'imposerontun regime 
bizarre, sans se demander si les modifications 
inconnues produites dans leur organisme par ce 
regime anormal ne les exposent pas a des dan- 
gers plus graves que ceux qu’elles cberclient a 
eviter. 

L’ignorance peut etre commode pour ceux qui 
pratiquent cette politique d'autruche ; elle n’est 
jamais desirable pour ceux qui preferent voir 
clair et ne se laissent pas influencer par la con- 
naissance plus exacte qu’eiles acquierent d'un 
danger possible, lorsque sa probabilite est nota- 
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blenient inferieure a celle des dangers inconnus 
anxquels. les hommes les plus timores s’exposent 
tons les jours x On n'a rien a redouter du calcul, 
lorsqu’on est decide a ne pas regler sa conduite 
sar ses indications sans les avoir au prealable 
pesees a leur juste valeur : c'est une illusion 
singuliere que de penser que Tindependaiice 
individuelle est accrue par Tignorance. 

— ;^’y a-t-il done aucun fondement a Fop- 
position que nous avions cru discerner entre la 
theorie des probabilites et Findividualisme ? II 
en est un tres reel au contraire, dans la mesure 
oil Findividualisme est antisocial, car la theorie 
des probabilites est la base de ce que Fon pent 
appeler les matkematiques sociales. Son etude 
nous rappelle en effet que nous vivons en societe 
et que les phenomenes sociaux ont une existence 
reelle et un interet propre. Elle nous rappelle 
que, si les hommes sont differents en bien des 
. ■.::nts, ils sont cependant semblables en ce qu’ils 
sent tons exposes aux accidents, a la maladie, a 
la mort; en ce que leurs divers elements biolo- 
giques ;la taille, les dimensions du crane, etc.), 
se repartissent suivant des lois regulieres autour 
de certaines moyennes, en ce qu'enfin on pent 
enoncer des lots que verifie Fobservation des 
fails et dans Fenonce desquelles ils sont consi- 
deres comme des unites constitutives de Fen- 
semble auquel s’applique la loi. De telles consta- 
tations sont eminemment propres a limiter les 
exces de Fegoisme indi\ddualiste. Telle maiadie 
fait, en moyenne, un certain nombre de victimes; 

* V®ir plus kaut, a* 88. 


^ 244 ^ 



LA YALEUR PRATIQUE DES LOIS DU EASARB 

la grele ou les inondations font, ea moyenne. un 
certain chiffre de degats ; on ne sait pourquoi les 
iins sont atteints et ies autres epargnes. mais la 
societe, dans son ensemble, sub:: un domniage a 
pen pres constani. L'etude de ces faits r:e real 
que contribuer a develcpper la nc-ticn de la s:!:- 
darite. a rappeler a cbacun qudl ne doit pa- se 
considerer comme independant du milieu ou il 
vit et qudl doit participer a la reparation des 
dom mages fortuits qui atteignen: son voisin et 
auraient pu Tatteiadre lui-meme. Aussi Tetude 
de la tbeorie des probabilites a-t-elle une tres 
grande valeur educative ; on devrait souhaiter 
qu'elle put etre mise a la pcrtee de tons eeux qui 
pretendent a une part dans la direction des bommes 
et des cnoses. Ainsi serait fort neureusement 
combattu un certain individualisme qui n'est 
autre chose qu’un egoisme inintelligent. l>Iais la 
theorie des probabilites ne menace nullement le 
veritable individualisme, c"est-a-dire la conscience 
nette de Tindependance de pensee et d'action 
d'une personnalite qui se sent libre. 

95. — Est-il possible dialler plus loin, et de 
fonder sur la theorie des probabilites une veri- 
table morale individuelle et sociale ? C"est la un 
probleme que je ne puis avoir la pretention de 
traiter ici, mais je voudrais indiquer tout au 
moins dans quelle voie on pourrait en chercher 
la solution. 

II semble que la regie de morale la plus elevee 
qui ail ete proposee aux homines se resume dans 
la parole evangelique « Tn aimer as ton prochain 
comme toi-meme ». Uillustration pratique la 
plus populaire en est peut-etre Thistoire de saint 
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yiiiYiin ;■ ; r.: • snn inriuteau. Si Ton ose appii- 

qiier a un tel sujet la critique scieiitiiiqiie, au 
risque d’etre accuse d'une excessive secheresse 
de c^-jrur, ou es: bien oblige de reconnaitre que si 
le prochain, ce son: tousles hommes, I'applica- 
tion siricte du precepte evangelique ccnduil a des 
consequences absurdes. Saint 3Iartin lui-meme 
n’aurait pu partager son manteau en im millier 
de morceaux s'il eut rencontre un millier de 
irialheureux. On pent mettre cette remarque 
banale sous une forme arithmetique en observant 
nue Viiomme qui regarderait tous les habitants 
du globe, ou meme de sa patrie, ou meme de sa 
cite, pour pen que ce soil une grande ville, comme 
equivalents a lui-meme, serait conduit a partager 
non seulenient ses biens, mais encore son acti- 
vite, en un si grand nombre de parts que sa vie 
serait rendue impossible. On peut objecter que 
si chacun Fimitait, il y aurait dans ce commu- 
nisme total une compensation qui permettrait a 
tous de vivre. mais la dispersion indefinie des 
activites detruirait la personnalite meme des 
individus. La seule interpretation raisonnable 
qui puisse erre don nee dela maxime evangelique 
est done la suivante : considere chacun de tes 
prochains, non comme equivalent en tout cas a 
toi-meme, mais comme equivalent a une fraction 
de toi-meme comprise entre ^ero et un, mais 
n’atteignant jamais la limite infer! eure tan- 

dis qu'elle peut parfois atteindre la limite supe- 
rieure un. Je ne pense pas qu’une telle formula 
puisse etre taxee d’egoiste; du moment que Fen 
en a bien compris la signification, elle est au 
contraire la formula la plus large et la plus com- 
plete de Faltruisme intelligent, Les degres divers 
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dans faltruisme et dans regolsme se r^vele- 
ront a la fixation des coefficients : a combien de 
personnes chaciin de nous attribue-t-il le coeffi- 
cient I, a combien le coefficient 0.9, le coefficient 
0,5, ... le coefficient 0.000001 ? Je me garderai 
d'entrer dans la discussion de ces valeurs, qui esi 
du ressort de la morale pratia/ae ^ : le point essen- 
tiel, c'est que ces coefficients ne doivent pas etre 
nuls, et Ton pent regarder cette affirmation comme 
le fondement de la morale theorique. Dans la 
constatation de ce fait et dans I’etude de ses con- 
sequences, la tlieorie des probabilites intervienta 
chaque instant et donne une base objective aux 
aspirations du poete : 

O insens^, qui crois que je ne suis pas toi ! 

II y a une probabilite non nulle pour qu’un tort 
fait a autrui nous soit dommageable, pour qu un 
benelice realise par autrui nous soit profitable, 
pour que la maladie ou la mort de notre procbain 
nous soient facbeuses, etc. D’autre part, les per- 
sonnes les plus egoistes evaluent plus ou moins 
consciemment le rapport entre le profit qu’elies 
espereiit d’un acte et le tort qufil peut causer a 
autrui et n'accomplissent pas Facte si ce rap- 
port est trop faible ; mettre le feu a une meule de 
gerbes pour rotir une alouette est regarde comme 
le fait d’un aliene. 

II serait desirable que la relation entre le pro- 
fit espere et le tort cause, qui intervient dans nos 
jugements sur les actes, intervint aussi dans la 

I. Bien entendu, I’emploi de ces coefficients aritlim<iitiqne5 est 
surtout ici une forme abregee da langage. La signification ne pour- 
rait en ^tre precisee que par une assez longue discussion dans 
laquelie on aurait le chaix entre plusieurs conventions. 
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legislation, dans la jurisprudence et dans les 

rnceiirs. 

Le commercant en phariTiacie qni, grace a une 
savante publicite, empeclie par ses prcdnits me- 
diocres on frelates la guerison de miliiers de 
mallieureiix sur cliacun desquels il gagne quel- 
ques francs devrait apparaitre comme bien plus 
coupable q-’e Tassassin qui ne tue que deux ou 
trois personnes pour s'assurer la fortune. 

— XJne objection s'est certainement deja 
presentee a Tesprit du lecteur : n'y a-t-il pas des 
cas oil le coefficient attribue par tel bomme a son 
procliain est non seulement nul, mais negatif ; en 
d’autres termes, ne peut-il arriver que Ton soit 
conduit a desirer le malbeur du voisin, meme si 
I'on n en tire aucun profit direct et immediat, et 
a plus forte raison si ron a un profit, si leger 
soit-il. L’examen des diverses hypotheses pra- 
tiques sortirait de notre cadre; je me bornerai a 
deux breves observations . 

Uhonime qu: cherche a tirer profit du malheur 
du voisin est un etre anti-social contre lequel il 
est legitime que la societe se defende; il n'estpas 
iiecessaire ddnsister sur ce point. La peur du 
gendarme doit, en certains cas, suppleer a Tin- 
suffisance de la conscience morale. 

Mais la societe n'est-elle pas organisee de telle 
maniere que, dans certaines circonstances, le 
malheur des uns soit indirectement profitable a 
d’autres, sans que ceux-ci soient coupables d'au- 
cune action reprehensible, la destruction de 
richesses entrainant, par example, la hausse des 
prix ? S’il en est ainsi, la societe doit tendre a 
supprimerces circonstances; c’est Ik une regie 
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de morale sociale qui complete les regies de 
morale individuelle. 

Qj. — Observons, en terminant, que Ton peut 
cleduire des coefficients par lesquels pent etre 
mesiire Tamour du procliain a la fois le patrio- 
tisrae et I'internationalisme au sens le plus eleve. 
Pour chacun de nous, la somme des coefficients 
qu'il attribue a ses compatriotes est superieure a 
ia somme des coefficients attribues aux etrangers 
et, de plus, est tres notablement superieure a 
Tunite. Si done un danger menace tons nos com- 
patriotes, notre devoir est de les defendre en 
nous sacrifiant au be.-oin nous-meme; mais nous 
devens d'autre part desir-~ qu'il . 'etablisse entre 
les nations une morale de solida"’'-‘> analogue a 
celle qui existe entre les ^‘ndividu*^. salt com- 
bien est grande deja actuellftmet^t la ^^.o'5'd^.nte 
economique entre les nations, au a 

pu se demander si uneguerr*=^ victc’-'eus*^ 
pas nuisible au vainqueur Irf/'mciPe 
a dire que si une nation s'attribuc a cdo^meTrj.e nn 
coefficient egal a Tunite, elle doit attribuer aux 
a iitres nations des coefficients inferieurs a I’unite, 
mais qui ne doivent etre ni nuis ni negatifsb Dire 
que les coefficients des autres nations sont infe- 
rieurs a Tunite, e’est dire qu’il doit subsister un 
certain egoisme national, aussi necessaire a la 
vie des peuples que Tegoisme individuel Test a 
la vie des individus. Dire que les coefficients 
des autres nations ne doivent pas etre negatifs, 
e’est souhaiter que Tetat de guerre ne soit pas 
substitue a I’etat de paix. 

I. Voir Norman Akqell, La Grande illusion, et N. Murray 
BtrxLEit, U Esprit international. 
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LA VALEUH SGIEI^TIFIQUS BES LOIS 
DU HASARD 

oS. les lois dll hasard et les diverses sciences. — 99. La methode 
des iiia_”ont4s. — loo. le caicnl des probabilites et les decisions 
jndiciaires. — > loi, loa. La verite absolue etla verite relative. — 
205. Cas oil la r verite relative » est sans interet. — 104. Recherche 
de la signification de la verite relative. — 105. La methode des 
« cas vrais et des cai fanx a. — 106. Etude cxperimentale des 
physiouomies d’enfant. — 107. Etudes de Binet sur les mains. — 
108. Conclusion. 


gg, — II pent paraitre superflu de parler de la 
valeur scieutiiique de la theorie des probabilites, 
apres ce que nous a%'ons dit de Tusage qui est fait 
de cette theorie dans des questions scientifiqaes 
diverses. Pour le savant, la science porte sa justi- 
fication en elle-menie : si la mecanique statistique 
conduit a des resultats importants, elle acquiert 
par la meme une valeur scientifique aux yeux du 
physicien. Quant a la valeur philosophique de 
ces methodes, nous la discuterons dans le cha- 
pitre suivant. 31ais auparavant, il peut y avoir 
quelque interet a rechercher sous quelle forme 
la theorie des probabilites peut etre appliquee a 
des questions pour lesquelles il est douteux si 
elles doivent etre regardees comme proprement 
scientifiques ; en d’autres termes, nous aliens 
rechercher si la theorie du hasard peut etre 
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ee pour etendre les frontiferei^ ififeme de ia 
ce ^ 

- — Nous donnerons d’une maniere gene- 
le nom de raethode das majorites au pro- 
qui consiste a regarder comme pratiqiiement 
de i’avis exprime par la majorite, apres de- 
iement des avis ou des opinions d'un nombre 
on moins grand de personnes. Nous ne nous 
ierons pas, pour I'instant, a enumerer et 
ter les formes divers es que pent prendre la 
ode, ni a essa3'er de classer ses nombreuses 
cations, realisees ou possibles. La question 
lous occupera principalement est la sui- 
5 : la connaissance du calcul des probabilites 
elle etre de quelque utilite a ceux qui em- 
Qt ou qui critiquent la methode des majori- 


>. — Joseph Bertrand a rassemble dans son 
ul des Probabilites (XLiil a xlix et 319 a 
es arguments qui opposent, pom ainsi dire, 
istion prealable a toute introduction du cal- 
es probabilites en ces matieres. Quelques 
3ns feront comprendre le point de vue an- 
il se place. 

plication du calcul aux decisions judiciaires est, dit 
Mill, le scandale des Math^matiques. L’accusation 
iste. On peut peser du cuivre et le donner pour or, 
nee reste sans reproche. Dans leurs travaux sur la 


5 pages qui suivent jusqu'au n® 107 inclus ontet^ ecrites en 
r la demande du regrette Alfred Binet, pour son Afinee 
\giqiie {i. XIV). II m’a paru desirable, en raison des discus- 
is methodes de Binet qui y figurent, de les reproduire ici 
•dification. 
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tr*;tss')r> desj’j^cments. Condorcet, Laplace et Poisson n'ont 

p' r-; Iplr -I* i.-- ■ T^:- 

< C':^r.iorce: a pris possess: t. de Funivers moral pour 
le s r:-'-:::r 2 ao caicul. > Ces: 2a louange qii'on lui a 
ii"T.n=‘-: or. sVst derr.arde si c’est apres I avoir la, Dans 
so:; livre sur la pr^ra des Jugements, il se propose 

d'abori deui probi-mes. Premierement : Quel est, pour 
: jugemeri et pour chaque jage, la probability de 
r?ir.:^o::rvr juste r En second lieu, quelle est la probability 
d"erreur a laquelle la scciytd peut se rysigner sans 
alannes ? 

La premiere question lui semble facile. 

^ Je suppose, bit Condorcet. queTon ait choisi un grand 
nombre ddiommes verirablement eclaires et qu'ils pro- 
nor.cert sur la verite ou la faussele de la decision. Si. 
parrrd les decisions de ce tribunal d’examen, on n’a egard 
qu a C'-^Hes qui ont obtenu une certaine plural* td, ii est aise 
de vnir qu'on peut. sans erreur sensible, les regarder 
comme certaines. > 

C'e.'t un co:*;ciIe infaillible. tout siinplement, quEl definit 
et pretend convoquer. Sans douter, il hdsite; non que les 
homines veritablement eclairds soient rares, gardons-nous 
de le croire, mais leur temps est precieux. Pour rdpargner, 
Condorcet propose une seconde methode dont Poisson, 
plus tard, r‘a pas aperpu ^illusion. La probability d’erreur 
etant supp-.see connue pour un jure, on peut, sans augmen- 
ter leur n ombre, la dimiruer sans limite pour Tensemble. 

... Si, comme le demande tres serieusement Cournot, on 
invitait le grefiier a noter, apres chaque jugement, Topi- 
nion de chacun des juges. pour appliquer, quand les chif- 
fres seront nombreux, la formule qui donne leur merite, la 
perspicacity de chacun etant controiye par celies de ses 
deux coiiygues, le juge :e mieux noty de France serait celui 
qui, sans discuter ni reflechir, voterait toujours comme son 
president : s*il faut en croire la formule. un tei juge ne se 
trompe jamais. 

Ni Cournot ni Poisson n’ont commis la plus petite faute 
comine geometres; ils traduisent rigoureusement leurs 
hypotheses. Mais les hypotheses n’ont pas ie moindre 
rapport avec la situation d'un accusy devant ies juges. 

Ils ont aperpu ies differences et croient en les signalant^ 
acquyrir le droit de n’en pas tenir compte. 
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Poisson qui, comme Condorcet, a consacre d la theorie 
des jugements an volume entier rempli des plus savants 
calculs, croit attenner les objections qu il ne pouvait man- 
qiier d’apercevoir, en alterant, dans ses enonces, la signifi- 
cation dll mot coiipj-ble. On rendrait, dit-il, le langage plus 
exact en substituant le mot co7idamnable, qui est toute la 
verite, au mot coupahle, qui avait besoin d’ explications 
et que nous continuerons d’emplo^^er pour nous conformer 
i Fusage. 

L’innocent accable sous des indices trompeurs ou vic- 
time de machinations trop habiles pour qu’aucun juge 
puisse les soupqonner est un accuse condamnable. Poisson, 
pour se conformer d Vusage, le classe parmi les coupables. 
L’erreur unanime des juges devient alors une preuve de 
sagacitd dont Talg^bre leur tient compte en evaluant leur 
merite avec une infailiible precision Dans cette suite de 
calculs stMes qui resteront, comme I a dit Stuart Mill, le 
scandale des mathematiques, Condorcet seul a donne un 
sage conseii : celui de choisir, pour composer les assem- 
blies, des hommes veritable meyit eclaires. 

J'ai tenu a faire ces citations, oil I’ironie et le 
paradoxe cachent le plus souvent une pensee tres 
juste: ii y a beaucoup a retenirdes appreciations 
de Bertrand, et il etait utile de les rappeler. II 
serait interessant de rechercher si Condorcet, 
Laplace, Poisson, Cournot furent vraiment aussi 
na'ifs que Bertrand semble le croire; mais je 
n'entrerai pas dans cette discussion bistorique, 
assez inutile pour notre but; il ne s'agit pas de 
savoir si les affirmations de Condorcet sont 
justes, ou si Bertrand a raison de les critiquer ; 
mais bien de determiner sous quelle forme on 
pent actuellement songer a appliquer le calcul 
des probabilites a la methode des majorites. Dans 
cette etude, les travaux anterieurs nous seront 
naturellement utiles ; mais les citer et les discu- 
ter a chaqlie instant ne pourrait qu’alourdir sans 
profit r exposition. 
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denee, c*e>t que la majorite ne pent : as ]'’Osseder 
de> Inraieres cui font com pletem exit .e/au: 
chacnne de> individualites qui la. : un 

jury d aveugles ne saurait jnger des couleurs. 
Llmpossibilite, qui tient ici k la nature du jury, 
pent, dans d'autres cas, etre inliL^rente a la ques- 
tion posee : cojiiialssant la hauteur du grand 
mdt^ tr Oliver I age du capitaine ; milie per- 
sonnes ne resoudront pas cette question mieux 
qu'une seule. 

Ces remarques paraitront peut-etre superf.ues, 
tenement elles sont evidentes; on peut cepen- 
dant en tirer une consequence qui est fondamen- 
tale dans notre etude : la valeur du jugenient 
de la majorite peut dans certahis cas etre 
plus grande que la valeur du jugenient indi- 
viduej mats elle ne peut pas etre be oua- 

LITE DIFFERENTE. 

Un exemple tres simple fera bien comprendre 
le sens de cet enonce : Paul joue a Tecarte, et est 
tres inexperimente; il se trouve avoir la dame, 
Tas et le neuf de cceur, qui est atout, le roi de 
trMe et le roi de pique. II se demande s'il doit 
jouer d'autorite, et consulte des amis plus eclai- 
res : ceux-ci Ty encouragent, mais son adversaire 
a le roi, le valet et le dix d’atout et deux petits 
carreaux; Paul perd la partie. A-t-il eu tort de 
suitTe les conseiis qu'on lui a donnes ? Ou, plus 
precisement, doit-on dire que ces conseiis etaient 
mauvais ? Assurement non ; ces conseiis etaient 
aussibons que possible^ du moment que les conseil- 
leurs ne connaissaient pas le jeu de Fadversaire 
de Paul : seui, un compere habile et peu hon- 
nete aurait pu, ajmnt entrevu ce jeuj donner a 
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Paul un conseil destine a mieux reussir dans la 
circonstance tres particuliere ou il se trouvait. 

Xous pouvoas resumer ceci en disaiit que les 
conseils donnes a Paul par ses amis constituent 
la verite relative, dans les conditions oii se 
trouve Paul, c'est-a-dire dans Fignorance oil il 
se trouve du jeu de son adversaire ; mais il peut 
arriver que cette verite relative soit contradic- 
toire verite absolue, c'est-a-dire a la maniere 
de jouer qui serait la meilleure pour celui qui 
connaitrait les deux jeux. 11 est d’ailleurs bon 
d’ajouter que cette verite, que nous appelons 
absoltie^ est seulement moins relative; il peut 
se faire que la perte de cette partie, influant sur 
la disposition des cartes pour la partie suivante, 
soit, en fin de conrote, avantaj^euse a Paul, de 
sorte que le conseilleur qui connaitrait, non seu- 
lement le jeu de son adversaire, mais la maniere 
dont les cartes seront ramassees et battues pour 
le coup suivant, pourrait donner un conseil dif- 
ferent et pratiquement meiileur. Il est done bien 
entendu que le mot absolu ne signifie que moins 
relatif; il ne peut d'aiileurs avoir d' autre sens, 
dans toute etude portant sur des realites. 

En admettant cette maniere de parler, on peut 
distinguer, au point de vue pratique, trois cate- 
gories principales dans les applications du cal- 
cul des probabilites a la methode des majorites : 

1 ° La verite relative que Ton atteint a une 
signification interessante par elle-meme, au point 
qu’il est legitime dela prendre commebut absolu 
de la recberche ; 

2 ° La verite relative que Ton atteint n'a qu’un 
rapport eloigne et inconnu avec la verite abso- 
lue qui seule interesse ; 



IE MA^A:r. 

3"" Lit iraestion est posee de telle maniere que 
Ton doute s'il y a une verite relative ; on doit 
done se deinander si cette verite relative existe; 
on pourra ensuite se proposer d'en determiner 
la nature. 

Ces distinctions, je le repete, ne peuveni 
avoir qu’une valeur pratique; au point de vue 
ilieorique. tous les cas iniermediaires sont pos- 
sibles ; au point de vue abstrait, tous les cas 
sont semblables en ce que leur traduction ma- 
ibematique est la meme : mais la signification 
utile de ces memes form ales est fort differente 
suivant les cas : la meme balance , dirait 
Joseph Bertrandj pese tantot du cuivre et tantot 
de Tor, 

102. — Occupons-nous d’abord des cas oii la 
verite relative, non seulement est interessante 
par elle-meme, mais doit etre regardee comme 
ay ant une valeur absolue : ce sont les cas oii le 
fait cree le droit. 

L'un des meiileurs exemples que Ton puisse 
en donner est celui des questions de langage ^ ; 
Ton se propose, par exemple, de savoir si telle 
locution est actuellement usitee ou comprise en 
un lieu donne : le moyen le plus sur est d’inter- 
roger un grand nombre des habitants de ce lieu ; 
si on pouvait les consulter tous, individuellement 
et independamment Tun de I’autre, Tensemble de 
leurs reponses, supposees sinceres et exactement 
denombrees, fournirait evidemment, par defini- 
tion meme, la reponse la plus satisfaisante pos- 
sible k la question pos 6 e. Mais il est clairqu’une 


I. V®ir plus haul n® 41 , 
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consultation est pratiquement impossible ; 
letbode des majorites consistera done, en 
ultant uii petit nombre seulement de per- 
es, a cberclier a prevoir le resultat que don- 
it ie denombrement general. Par exemple, 
savoir si les Parisiens de 1908 disen t un 
nobiie ou tine automobile, on consultera 
: personnes- et on prendra Tavis de la majo- 
C’est ce que font souvent les journaux lors- 
3 instituent une « enquete ». Que vaut la 
ode ? Sans entrer dans les details, il est 
Bsaire, pour que le calcul puisse etre correc- 
nt applique a une question, que le groupe 
par rapport auquel cette question est posee, 
ensiblement homogene ; cette homogeoelte 
jamais absolue, puisque deux individus 
onques ne sont pas identiques ; il faut done 
us que le groupe partiel que Ton choisit 
le representant du groupe total ait sensibie- 
la m^me beterogeneite. Par exemple, il 
absolument incorrect de prendre les cin- 
e voyageurs qui sont dans un tramway 
nine comme representants de Tensemble 
arisiens ; il serait plus correct de prendre 
e representants de I’ensemble des consents 
ensues en 1887, ceux d’entre eux qui sont 
»ar exemple, le 14 mai de cette annee ; ce 
serait meilleur que le choix d’un quartier 
aine, ou m^me qu’un choix alphabetique ; 
Dposant les noms inscrits par lettre alpha- 
e et choisissant une portion de la liste 
lee par le sort, on risquerait de tom her 
s portions trop homogenes, les personnes 
5S noms commencent par La ou Le, ou bien 
■ ou Z pouvant avoir en commun certains 
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carac:eres etnniques les differenciant des autres. 

S: '.e^ conditions d’homcoeneite sont realisees, 
c'est-ii'dire si le groupe restreint sur lequel porte 
Texperience est vraiment une imaqe fidele dii 
gronpe total, quelles conclusions peut-on tirer de 
i’etude de ce groupe partiel ? Par exemple, sur 
36.500 consents d’une region donneenes en 1887, 
il y en a loo qui sont nes le 14 mai ; on constate 
qiie. sur ces 100, la majorite absolue, soit 51, a 
line taille superieure ou egale a i m, 65, les 49 
autres ayant une taille inferieure ; on constate, 
d'autre part, sur la majorite des 100, telle igno- 
rance, ou telle opinion, ou tel jugement particu- 
lier; que peut-on induire de la pour Tensemble 
total dont ils ont ete extraits ? Ce n’est point ici 
le lieu de trailer mathematiquement ces questions ; 
il suffitd'avoir indique qu'il est legitime de se les 
poser et de signaler la forme de la reponse qu'y 
fournit le calcui. Cette forme est necessairement 
un coefficient de probabilite. Par exemple, on 
pourra, des faits observes, conclure ceci : la pro- 
babilire pour que la majorite des faits non obser- 
ves soit conforme a la majorite des faits observes 
est de 0,999, probabilite opposee etant par 
suite 0,001. En d^autres termes, on pent parier 
999 centre i que I’on ne se trompe pas, mais on 
n’a pas la certitude de ne pas se tromper. Cette 
forme particuliere d’affirmation est commune a 
toutes les questions ou intervient la theorie des 
probabilites ; certains esprits serefusent a la com- 
prendre et preferent declarer qu’ils veulent igno- 
rer une tbeorie qui conduit a des resultats aussi 
incertains ; ils ne se rendent pas compte que cette 
incertitude est commune a toutes nos affirmations, 
et nicest pas moins dangereuse lorsqu’elle est 
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masquee sous des apparences cloqmatiques ^ En 
realite, au point de vue pratique, una probabilite 
suffisamment voisine de Tunito coit. dans Taction, 
etre confondue avec la certitude, 

Indiquons enfin que la theorie des probabililes 
perniet, de Tetude des chifTres observes, de tirei 
des conclusions sur Thomogeneite du groupe etu- 
die et, par suite, sur la valeur que Ton peat 
attribuer aux observations faites sur ce groupe. 
Je suppose, par exemple, que les lo premiers 
conscrits examines au conseil de revision de la 
Seine aient mesure, cinq d'entre eux i m. 55 et 
cinq d'entre eux i m. 75 ; la simple constatation 
du fait qu'aucun d'eux n'a une taille voisine de 
la moyenne i m. 65 sufiitpour inspirer les doutes 
les plus serieux sur Texactitude des conclusions 
que Ton obtiendrait en supposant que ce groupe 
partiel est Timage exacte du groupe total dent il 
est extrait : on doit, au contraire, etre certain 
que ces dix individus ne sont pas representatifs 
du groupe. 

103. — Je serai tres bref sur le cas ou la verite 
relative, que la methode des majorites permet 
d’atteindre, est sans rapport reel, ou du moins 
sans rapport connu, avec la verite absolue qu’il 
serait utile de connaitre. Ces cas ne sont pas 
interessants : on doit les signaler seulement, a 
titre d’indication, afin d’eviter les erreurs aux- 
quelles leur etude pourrait conduire. On peut se 
demander si toutes les applications du calcul aux 
decisions judiciaires rentrent dans cette catego- 
ries e’est-a-dire si la distinction faite par Poisson 

I. Voir plus haut 85 a 89 

^ 250 



U: MASARD 


t*nire sJUpJtJe et condaninable siiflit poar 
'iistifier les sev*rr:te> de Joseph Bertrand. II sem- 
ble qi;e celiihc: ait pose la question sous une 
forn:e trop abstraite. Pour obtenir desjugements 
equitables, il est clair qu'il faut avant tout choi- 
sir des juges eclaires et depourvus de passion : 
mais ce n'est pas ainsi que la question est posee 
dans la pratique, et 11 est vraiment trop simple 
de proposer cette solution. 11 ne s'agit pas de 
realiser un ideal impossible a atteindre, mais 
d'arriver au moindre mal en se servant des insti- 
tutions imparfaites et des bommes faillibles dont 
on dispose, jusqu'au jour, que nous souhaitons 
tons avec Joseph Bertrand, mais sans y compter 
plus que lui, oil les institutions seront parfaites 
et les hommes infaillibles. 

Lorsque Ton quitte ainsi le terrain de la justice 
ideale pour se placer sur celui des faits, on doit 
admettre qu’il existe des circonstances oil tel 
accuse innocent sera fatalement condamne par 
la quasi-unanimite des juges ou jures appeles 
a prononcer sur son sort. II faut naturellement 
deplorer qu’il en soit ainsi et tacher, en amelio- 
rant les garanties que la procedure donne aux 
accuses, en ameliorant surtout la valeur des 
juges, de rendre un tel cas de plus en plus impro- 
bable, mais le desir d’ameliorer la realite ne doit 
pas empecher de la constater. Des lors, 11 est 
parfaitement legitime de se poser une question 
telle que la suivante : en augmentant le nombre 
des jures eten modifiant la majorite requise pour 
la condamnation, augmente-t-on ou diminue-t-on 
les chances pour qu’un accuse soit condamne, 
lorsque son innocence non seulement est reelle, 
mais encore n’est pas masquee par des appa- 
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Fences mensongeres et des macliinatioos habiles. 

Lorsque la question est ainsi posee. il ne sem- 
ble pas douteux que les calculs de Laplace et de 
Poisson n'y fournissent La reponse correcte \ Seu- 
lement, pour que cette reponse reste ccrrecte. ii 
ne faut pas en modifier le sens en faisant abs- 
traction des differences concretes qui existent 
entre les divers cas. Par exemple, il resulte aise- 
ment d’un calcul simple qu’il est preferable pour 
un accuse d’etre juge par un tribunal de 7 iuges, 
oil 5 voix sont necessaires pour la condamnation, 
que par un tribunal de 12 juges 011 7 voix suffi- 
sent a condamner. 3 Iais il serait evidemment 
abusif d'en conclure qu il est tou’ours preferable 
pour un soldat d'etre traduit devant un conseil de 
guerre que devant un jur\’ civil. Car, indepen- 
damment de toute autre consideration, le seul xait 
que le vote du jury a lieu au scrutin secret est un 
element dont il a ete impossible de tenir compte 
dans les calculs. 

Parmi les cas ou il n'y a rien a trouver, et oil 
par consequent la methode des majorites et toute 
metbode statistique perd ses droits, il n’est pas 
inutile de mentionner les jeux de hasard, sans 
trop compter toutefois etre cru par les joueurs, 
gens aprejuges tenaces et plus disposes a ecouter 


I. II est cependant un point que Bertrand parait avoir neglige et 
dont rimportancc pent parfois etre grande : la connaissance des 
conditions requises pour la condamnation ne peut-elle inflaer sur 
Topinion des juges? Par ezemple, parmi les cor.ventionnels ayant 
vote la mort de Louis XVI, ne peut-on pas regarder comme ties 
vraisemblable qn’il en est au moins un qui se fiii prononce pour 
une condamnation moins severe si, juge unique ou membre d'un 
jury fares peu nombreuz, son vote lui eut paru plus decisii? Cette 
question est distincte de ceUe da vote secret des juges, qui fait 
partie des dispositions ponvant etre modiiiees par la loi et les 
mours. 
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les pruiKe-.eur^ de martingales que ies conseils 
de K est facheux devoir des cliercheurs 

don: s-ar.s sont serieux perdre a des 

recderches aussi vaines an temps qui pourrait 
eire mieux employe. 

La question de savoir si Ton peut gagner de 
Fargent a coup sur en jouant a la roulette est une 
question essentiellement pratique et concrete ; a 
ce titre, eile appartient entierement a la science 
et les arguments metaphysiques ou subjectifs 
n'ont rien a voir avec la solution pratique de 
cette question, solution qui a ete donnee depuis 
longtemps par Bernoulli et confirmee par tous 
les mathematiciens : un joueur qui joue inde- 
finiment a un jeu equitable arrive forcement a 
la mine, au bout d'un temps plus ou moins 
long; ce temps devient tres court si le jeu n’est 
r as equitable, ce qui est toujours le cas dans la 
pratique. 

— Nous arrivons maintenant au cas le plus 
interessant pour les pS3xliologues, car il se pre- 
sente souvent dans leurs recherches, bien que la 
question ne soit pas toujours posee par eux sous 
ia forme que nous aliens lui donner. Un ensemble 
de phenomenes etant obseirves par des individus 
divers, puis classes de telle maniere qu’une majo- 
rite s’en degage, le premier probleme qui se pose 
est le suivant : 

L'opinion de cette majority correspond-elle a 

quelque realite ? 

Determiner quelle est cette realite et si, en par- 
ticulier, elle est adequate ou non a ce que Ton 
aurait pu esperer, en instituant les experiences, 
e’est un second probleme, dont je ne meconnais 
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iment rimportance, mais qu'il est essentiel 
istinguer du premier, car c'est seulement 
[US le premier sera resolu que le second 
ra etre aborde avec fruit, 
ecisons cette distinction par un exemple ; 
osons que Ton ait lu a haute voix une meme 
; dans un grand nombrs d’ecoles prirnaires 
mande a chaque enfant d'indiquer par ecrit 
est le mot qui revient le plus souvent dans 
■ pageh Si les trois quarts des reponses s'ac- 
snt pour designer le meme mot, on pent con- 

1 avec certitude que cette coincidence n’est 
iortuite, mais a une raison. Cette raison peut 
le fait que le mot designe est effectivement 
, qui figure le plus souvent dans la page lue ; 
peut aussi etre tout autre ; mais c’est I’exis- 
5 meme d‘une raison qui est le resultat 
itiel fourni par la methode des majorites dans 
ixemple parliculier. 

3 meme si, faisant comparer a de nombreux 
rimentateurs les poids de deux objets A et B 
les formes et dimensions sont tres differentes, 
>btient des reponses dont les trois quarts 
ordent pour attribuer un poids plus eleve a 
et A, on peut en conclure qu’il y a une raison 
La, mais cette raison n’est peut-etre pas que 
At effectivement plus lourd que B. Au con- 
e si, sur i ooo experiences, 520 seulement 
irent A plus lourd et 480 B plus lourd (je 
>ose qu’on laisse de cote les reponses douteu- 
Tecart observe est de ceux qui se produi- 

Jne experience analogne a faite recemment par M. Binet ; 
ait a des enfants loo snbstantifs et on leur demandait d’ecrire 

2 des mots dont ils se souvenaient. Je n’ai pas eu les elements 
lilts pour soumettre les resnltats au calcul. 
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raieni rreqiiemment dans nne serie de i.ooo re- 
ponies tirc-is o pile ou face ; on ne doit done rien 
en conclcre. sinon une forte presomption pour 
qu'nne ncnvelle serie de i.ooo experiences lour- 
nisse un resultat aussi incertain. 

Avant d’arriver a la discussion d'experiences 
a resultats numeriques, je voudrais dire nn mot 
d'une experience fort interessante dans laquelle 
le resultat se traduisait par un dessin. 11 s’agit 
d'observations de la surface d'une planete, faites 
en un meme instant, par des observateurs eloi- 
gnes les uns des autres, dont chacun communi- 
quait un dessin de son observation. Ces dessins 
ont ete reunis et compares par M. Jean Mascart, 
de rObservatoire de Paris, a la tres interessante 
etude duquel je renvoie b L'expeiience suggeree 
par 31 . Xicolas Poutiata a ete organisee par la 
Societe Astronomique de France, sur la proposi- 
lion de 31 . Camille Flammarion ; le programme 
en avait ete arrete avec soin et fut execute avec 
le concours de 36 observateurs, disposant de 
ni ovens d'action fort divers ; elle a dure 19 jours 
du 2 au 20 Janvier 1906), le mauvais temps ayant 
naturellement empeche certains jours le concours 
de certains observateurs ; mais le nombre des 
observations faites un meme jour a la meme 
lieure depasse souvent 10 et s’eleve jusqu'a 17. 
Xous ne pouvons entrer ici dans la discussion 
detaillee a laquelle se livre 31 . Jean Mascart, ni 
dans la description des divers procedes photo- 
graphiques employes -pour prendre la moyenne 
des dessins divers (signalons toutefois I’inge- 

I. Observations simnltanees de la surface de Jupiter, reunies par 
M. Jean Mascart (BulUtin de la SocieU astronomique de Franee, 

1907). 
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nieuse idee de proportionner les temps d^action 
ptiotogTapliique, soit au diametre, soit a la sur- 
face de Tobjectif emplo\-e dans Tobservation par- 
ticuliere utilisee). Contentons-nous de retenir 
rimpression qui resulte de la seule inspection 
des dessins juxtaposes : ces dessins executes le 
meme jour a la meme heure, sont tres differents 
les uns des autres et fort peu de details se retrou- 
ventsur plusieurs d’entre eux. Cette simple cons- 
tatation doit rendre tres prudent dans Tinterpre- 
tation de dessins de cette nature ; il est manifeste 
que des observateurs dont la bonne foi n’est pas 
douteuse, et qui savaient de plus qu’ils seraient 
soumis a un controle, ontcruvoir des apparences 
ne correspoiidant a aucunerealite. Ces apparences 
sont-elles dues aux conditions atmospheriques ou 
a rimagination de Tobservateur, c’est ce que de 
nouvelies experiences pourraient peut-etre deter- 
miner. En tout cas, Texperience meriterait d'etre 
reprise, car elle n'est pas moins interessante 
pour le psychologue qu’elle ne promet d'etre 
profitable pour les progres de I'astronomie pla- 
netaire; dans ces nouvelies experiences, on tirera 
grand profit de maintes remarques judicieuses de 
M. Jean Mascart. 

105. — Parmi les observations psycbologiques 
qui ont ete I’occasion des developpements mathe- 
matiques se rattachant au calcul des probabili- 
tes, on doit mentionner particulierement la me- 
thode bizarrement denommee methode des cas 
vrais et des cas faux [Richtig und falsch ; 
Right and wrong). Cette methode a donne lieu 
a de nombreux calculs, dans lesquels intervien- 
nent Tintegrale de Gauss et des formules qui s’y 
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r:.„::ackent : ce n'es: pas ici le heu a laire uii 
es:.,. cridqiie, qa: i;n ri*>pareil raa.l.e** 

.utr rc.ativ-iv-:;: conoid jr.i’ae ; je me ctai- 
de -mamler que *e point de.icat esi tie 
lr^ ^.a;er uae e>:pre>.-:on niaihen.atique de I'erreur 
•;...::r.en:aire satisfaisant egalenieni bien au:t con- 
tldionsde continuite et de discontinuiie qui soiit 
dans la nature de la question ; les tentatives 
faites dans ce sens ne me paraissent pas entiere- 
ment satisfaisantes au point de vue theorique 
et, d'autre part, conduisent rapidement, au 
point de vue pratique, a des complications ana- 
iytiques qu il serait preferable d’eviter, en des 
questions ou sont interessees beaucoup de per- 
sonnes dont la culture mathematique est force- 
rnent limiiee* 

Je voudrais suitout indiquer comment rempioi 
systematique de ia methode des majorites per- 
niet de poser la question sous une forme assez 
diiferente de la forme usuelle : au lieu de sdn- 
teresser comme il semble qu’on Fait fait sur- 
tout jusqudci, a Tetude de la sensation indivi- 
duelle, qu'on cherciiait a degager de Tensemble 
des experiences, c’est la precision de la « sen- 
sation collective » qu’il me paraitrait interessant 
de degager de cet ensemble. Prenons un exemple 
precis. 

L'un des buts que se sont proposes les expe- 
rimentateurs en psychologie, c’est de determi- 
ner quel esi I’accroissement minimum de poids 
que peut apprecier un observateur moyen ; 
etant donne un poids etalon de i .000 grammes, 
on constate que c’est seulement lorsque le poids 
a juger estinferieur a 950 grammes ou superieur 
i 1.050 que la diiference est assez generalement 
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pergue ' ; on dira done que 50 grammes represen- 
tent la difference minimum perceptible par rap- 
port a 1. 000 grammes ; e’est de la determination 
de cette difference minimum qu'on s’est beaucoup 
occupe depuis la loi de W eber. Mais on pent 
poser autrement la question ; au lieu de se pro- 
poser d’etudier la loi d'une experience, on pent 
recherclier quelle precision pourraient donner 
un grand oombre d’experiences, et il est visible 
que cette precision serait plus grande, en merae 
temps qu’il est evident qu^elle ne serait pas inde- 
iinie. Supposons, par exemple, que Ton fasse 
comparer a un grandnombre d’observateurs deux 
poids. Tun de i.ooo grammes, Tautre de i.oio 
grammes" ^ si, sur i.ooo observateurs, il y en a 
600 qui-donnent la solution juste, il sera legitime 
de dire que cet ensemble de i.ooo observateurs a 
la perception collective de la difference de 10 
grammes bien que, si Ton recommengait plusieurs 
fois Texperience, il puisse arriver que chacun 
des I.ooo observateurs setrompe quelquefois, de 
sorte qu’aucun d'entre eux ne pent etre regarde 
com me ayant la perception individuelle de cette 
difference. J’ai suppose ici que I’on exigeail une 
reponse affirmative ou negative, en excluant les 
reponses douteuses ; il serait aise de poser le pro- 


1. Je laisse ici enti^rement de c6t6 la discussion des erreurs sys- 
tematiques qui s’introduisent dans les experiences de ce genre ; je 
suppose, par exemple, que Ton elimine Terreur relative Tordre 
des comparaisons en faisant chaque comparaison deux fois ; je laisse 
aussi de cote la definition precise de I’ecart ghieralement pergu ; si 
Ton admet que les ecarts per9us suivent la loi de Gauss, on peut 
adopter, soit I’ecart probable, soit Tecart median, assez voisins rur\ 
de l^autre, comme on sait. 

2 . Bien entendu, je suppose toujours que les erreurs systdma- 
tiques soient evitees. 
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blenie d'lme maniere analogue dans le cas ou Ton 
aime: ces rtpEnses douteuses. Supposons, par 
exeinple, cue Ion ah une echelie de poids de 
eornparaison, marques en ciiiffres, et variant de 
graniiTie en gramme depuis 900 jusqu’a i.ioo 
grammes : on donne a Tobservateur un poids P 
de valeur inconnue et on lui demande quels sont 
ceux des poids connus qui lui paraissent egaux, 
lesquels superieurs, lesquels inferieurs au poids 
a determiner. Passant encore ici sur les details 
de Fexperience, non que j"en meconnaisse la 
grande importance, mais je dois me borner, je 
suppose que Fon deduise de son resultat la valeur 
la plus probable du poids P h Quelle coniiance 
peut-on accorder a une telle determination indi- 
viduelle ? Et quelle confiance peut-on attribuer a 
la moyenne de i.ooo determinations analogues, 
faites par des observateurs differents ? Si Ton 
acceptait d'une maniere aveugle la loi de Gauss, 
ou toute autre loi mathematique precise, pour 
exprimer les erreurs individuelles, on serai t for- 
cemeat conduit a la conclusion que la precision 
croit com me ia racine carree du nombre des 
observations et peut, par suite, etre rendue aussi 
grande que Ton veut. Cette metbode d'estimation 
en arriverait ainsi a pouvoir depasser, si on Fem- 
ployait avec soin, la precision des meilleures 
mesures faites au moyen d’instruments, ce qui 
est en apparence paradoxaP. II serait interessant 

I. Les metbodes mathematiques pour atteindre ce but sont ires 
simples si Ton suppose Tmtervalle assez faible pour que Ton puisse 
y considerer le minimum perceptible comme constant ; elles se 
compliquent si I’on tient compte de sa variation sulvant la loi de 
Weber. 

3. Le paradoxe s’attenue si Ton observe qu"il est pratiquemeat 
impossible de faire eflfectuer la meme mesure a deux observateurs, 
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de determiner par Texperience la precision col- 
lective qui pent ainsi etre atteinte par des mesures 
estimatives. C’est la un probleme qui ne me 
parait pas indigne de retenir Vattention des 
observateurs ; on trouverait d’ailleurs dans les 
publications deja faites, et surtout sans doute 
dans les cabiers d'experiences, des elements pour 
en commencer I’etude 

Pour donner une idee de la marche que Ton 
pourrait suivre, j’emprunte les chifFres suivants 
an Manuel de psychologie experimentale de 
Titcbener Un poids S de 1.071 grammes etait 
compare a divers poids C, au nombre de 7, dont 
les valeurs croissaient de 921 a 1.221 grammes 
par intervalles de 50 grammes. Le tableau sui- 
vant donne les resultats de 100 observations pour 
chaque poids C, soit 700 observations en tout ; 
on trouve dans les trois colonnes les nombres 
respectifs des observations ou C fut juge supe- 
rieur, egal. ou inferieur a S. 

car la grandeur se raodifie avec le temps (et aussi les instruments 
de mesure). Lorsque le nombre des observateurs devient tr^ss grand, 
ces variations en arrivent a depasser le quotient de I’erreur :ndi"i- 
duelle moyenne par la racine carree du nombre des obseiva^s^iiv'B ; 

4 partir de ce moment, la precision ne pent plus ^tre a«3g5>mjitfce. 
La question est de savoir si cette precision limite peut ^tre effacti- 
vement atteinte. 

I. D’apres des renseignements qui m’ont ete fournis par M. Ch.- 
Ed. Guillaume, directeur-adjoint du Bureau international des Poids 
et Mesures, on est arrive, en multipliant les lectures faites par des 
observateurs exercds, k atteindre dans les moyennes une pr4ci.g;;<5n 
heaucoup j[}lus grande que la precision des observations individuefles * 
par exemple, au moyen de lectures faites k la loupe sur une ec!i?ne 
millimetrique, on a pu atteindre avec certitude le eentieme de milli- 
metre, avec un nombre suffisant d'observations. 

a. Titchener, Experimental Psychology, Studenfs Manuai-Quan- 
iitafive, p. 107 ; j'ai fait la somme des nombres correspondant aux 
deux series d’experiences (Time Order I, S first et Time Order II, 

5 second). 


^ 269 ^ 



LE HA^Ahl) 


VA-VRir-C 

05 

1 

; CmS 

j 

' C<S 



i 

0 

c! : 

C” : 

6 

! I 

.e 1 

i ..i 

iO 

37 

d3 ; 

I " I 


37 

53 1 

; I ::i i 

55 

34 1 

1 1 1 

' I . I ■" I 


20 j 

4 j 

1 

90 

9 i 

1 

I 1 

— i 


Si Ton examine ce tableau au point de vue au- 
qnel nous nous plagons, c’est-a-dire si ron cherche 
a deduire de rensemble des observations la rela- 
tion reellesupposee inconnue entre C et S, on aper- 
^oiiimmediatementquecette relation apparait sans 
ambiguite ; la lecture des trois dernieres colonnes 
indique sans quii soit necessaire de regarder la 
premiere si C est superieur, egal, ou inferieur a 
S. Bienentendu, I’egalite rigoureuse ne pout pas 
etre etablie, mais simplement presumee d’^pres 
le resultat des experiences. Du fait que sur loo 
experiences, C fut juge 30 fois superieur, 37 fois 
egal et 33 fois inferieur, on pent simplement 
conciure ceci : il n'y a aucune raison % d'apres 
ces experiences, pour supposer C>S plutot que 
C < S ; on doit done, si Ton n’a pas d'autres ele- 
ments d information, supposer C = S. De meme, 
la majorite distingue k coup sur un poids C de 

I. En realite, la petite difference entre 50 et 55 donnerait line 
faible raison de supposer C <1 S ; e’est on probleme de probablLte 
des causes, qui pent etre traiie, suivant la methode classique, k 
I’aide d’une hypothese supplementaire sur la probabilite a priori. 
Mais il n'est pas besoin de calcul. pour peu qu’on soit familier avec 
ces questions, pour 4tre certain que la probabilite pour que Ton 
ait C < S depasse tres peu 0,5, et est par suite tres Toisine d© la 
probability pour que O- S. 
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1.021 grammes du poids S de 1.071 grammes, 
bien que chacun des observateurs piiisse setrom- 
per individuellement ; car. en laissant de cote les 
37 reponses affirmant Tegalite ou ie doute, ii 
reste 53 reponses exactes oontre 10 inexactes ; 
uae telle repartition ne pent pas etre I’effet du 
hasard; si un jeu de pile ou face, sur 63 epreu- 
ves, donne 53 fois pile et 10 fois seulement face, 
la certitude est presque absolue que le jeu etait 
truque. 

Mais on pent aller plus loin et se demander ce 
qui se passerait si C avait une valeur interme- 
diaire entre 1.021 grammes et 1.071 grammes ; 
vu la regularite de la variation des nombresins- 
crits dans les trois colonnes, on commet une 
erreur assez faible en procedant par interpola- 
tion lineaire. c'est-a-dire en supposant que les 
nombres varient en progression arithmetique, ce 
qui donne ies resuliats suivants ' : 


c 

OS 

Cz=S 

C<S 

1 .021 

10 

37 

53 

1.031 

H 

37 

49 

I .041 

18 

37 

45 

I ,051 

22 

37 

41 

I .061 

26 

37 

' 37 

I .071 

— — — 

1 

37 

33 


Bien entendu, si Texperience etait reellement 
faite, les nombres ne seraient pas exactement 
ceux que nous inscrivons a cause des erreurs for- 


I. En tenant compte des differences secondes, on obtient de? 
nombres assez Toisins qui conduisent aux memes conclusions finales 
i’ai pr^ftre presenter le calcul sous sa forme la plus intuitive. 



nia:> la theorie des probabililcs iioiis in- 
dique quelles son: les erreurs fortuites qui peu- 
vent e:re regardees comme probables et celles 
qn: sent hauiement improbables. Par exemple, 
snr 63 jugeinents ce qui est le cas ici„ puisqubl 
y en a 37 neutres , on doit regarder. s'ils sent 
Teffet du hasard, comme peu probable qu'il y en 
ait plus de 40 dans un meme sens, 23 seulement 
etant de sens oppose b L'ensemble des observa- 
tions faites dans le cas ou C = 1.051 permet 
donede conclureavec beaucoup de vraisemblance 
que Ton a C < S, e'est-a-dire dans le sens de la 
verite. De Tensemble des nombres de notre pre- 
mier tableau, nous tirons done la conclusion que 
Tensemble des 100 observateurs consideres, lors- 
que Ton considere leur jugement collectif, arrive 
a distinguer une difference de poids de 20 gram- 
mes. Or, par des calculsassez longs et tres corrects 
Titchener : Zoc. 109 et p. ii3)donne pour 

les valeurs de DL“ deduites de ce meme tableau les 
divers nombres suivanis ® : 43, 36, 30,53, 38, 34, 
dont la moyenne 39 est a peu pres le double du 
nombre 20 que nous trouvons. Cette difference 
des resultats deduits des memes experiences 
montre bien que les problemes sont distincts : 

1. la probabillte est i — 0 j — ?=r- 1 = 1 — 0 {1,6) =r 0,024 (0 de- 

\ V32/ 

signant Tintegrale de Gauss). 

a. Cest-a-dire du minimum d’accroissement moyen perceptible 
pour I’obserTateur individuel. 

5. Les differences entre ces nombres sont dues, d’une part a la 
distinction entre les deux « time order d’autre part 4 la dis- 
tinction entre les accroissements positifs et n^atifs, et, enfin, k 
des differences entre les methodes suivies ; ces differences entre 
les resultats montrent combien il est illusoire d’appliquer des 
methodes de caicnl trop precises k des nombres grossierement 
approch^s. 
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lener determine la sensibilite individuelle 
is qne nous determinons la sensibilite collec- 
de Tensemble des observateurs. il serait 
leurs possible de donner plus de precision 
tre determination, rnais ce serait aux depens 
1 ligueur, vu la petitesse des nombres ern- 
es b II vaut mieux s'en tenir a cette consta- 
n nettejqne la diiSerence de 20 grammes est 
eptible presque a coup sur par la metnode 
majorites appliquee a Tensemble des 100 ob- 
ations ; cette metiiode doane done, comme on 
"aitsV attendre, une precision etune securite 
plus grande que Tobservation individuelle. 

: me contenterai de cet exemple, esperant 
. suffira pour montrer quel interet il pour- 
y avoir a appliquer la metnode a des expe- 
ces combinees specialement en vue de cette 
i cation. Il n’est pas douteux qu’on serait 
i conduit a des resultats importants a divers 
s. 


> 6 . — Pour terminer, je voudrais discuter 
ques applications de la methode des majo- 
1 a des questions qualitatives, car e’estpeut- 
la surtout que cette methode fournit des re- 
its qui ne pourraient etre obtenus par aucun 
e moyen. 


>i Ton snivait une methode parallele i celle qui est generale- 
employ^e dans ces questions quand on use de i'integrale de 
», on rechercherait queUe valeur doit dtre donnee k C pour 

1 probabilite de Tecart observe soit inferieure a dedui- 

insi des nombres donnes que la valeur de DL, pour Tensemble 
coo observateurs, consideres collectivement, est d’environ 
nmes ; mais le nombre des observations est trop faible pour 
e resultat puisse toe regarde comme precis. 
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La premiere idee de ce genre d'applicaiion 
m'a ete suggeree par une enquete que j'ai faite 
sur des textes qui avaient servi a des experiences 
graphologiques de M. Binet ^ II s'ag'issait de 
disringuer, sur 12 textes tres courts, reproduits 
en typographic, lesqueis des 12 scripteurs etaient 
des hommes superieurs et lesqueis des hommes 
mediocres Les reponses individuelles furentin- 
teressantes, mais le classement deduit du de- 
pouiilement du scrutin le fut plus encore; les 
six hommes superieurs furent declares tels par la 
majorite absolue ; un seul homme mediocre eut 
aussi la majorite absolue et c’est, si Ton pent 
dire, le moins mediocre des hommes « mediocres » 
{ou « simplement intelligents ») choisis parM. Bi- 
net, qui en dit : « C’est un publiciste scientifique 
qui ne manque pas de merite et qui, s’il se recon- 
nait, ne m’en voudra pas de lui avoir prefere 
Claude Bernard. » Somme toute, Topinion de la 
majorite etait conforme a la verite pour tous les 
hommes superieurs et Terreur unique qu’elle 
commettait en classant comme superieur un des 
hommes mediocres pouvait se justifier par les 
renseignements memes donnes sur lui. Je nnn- 
sisterai pas plus longtemps sur cette experience, 
mais j’ai tenu a la rappeler, car ce fut a son occa- 
sion que je fus amend a correspondreavecM. Bi- 
net au sujet de cette methode des majorites (c’est 
lui qui employa le premier cette expression) , et 
qu’il voulut bien m ’engager a ecrire cette petite 
etude pour son Annee, 

I. Voir la Revue du Mots d’aotlt et de septembre 1906, t. II, 
p. 544 et 366. 

a. La classification etait duo i M. Binet ; Yoir son livre : Les 
Revehtivns de Pdcriture soumises aun contrdle seientifique (F. Alcan). 
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Jediscuterai en detail une experience intere.^- 
saiite faite par Rousson sur la lecture d'unc 
physionomie d'enfan: u Rappelo::^-en Lricve- 
mem les condition^, rn lais-am de cdic les dj- 
tails. On souinit -eparemen: a cc u:>erv:,Ur.,rs 
40 photographies d*enfants chacune double : fa. t^ 
et profii^ . dont 23 eraient arritrres et 17 normauu : 
chaque observaieur declarait renfant arriere, ou 
normal, ou refusait de repondre nl y eut seule- 
ment 18 refus de reponse sur 800 observations “d 
I.es pourcentages de reponses justes varierent 
suivant les observateurs, entre 67 p. 100 et 92 
p. 100 ; leur moyenne fut de 78 p. 100. On pent 
conciure de la qudl y avail vraiment dans les 
photographies ou du moins dans cermines 
d'entre ernes, des indices d'intellig'ence. dlmis 
certe conclusion generale peut eire de beaucoup 
px^ecisee par Tapplication de la methode des 
majorites. Je voudrais montrer en detail sur 
cet exemple quels principes simples on doit 
utiliser dans cette application, en t^chant de 
faire appel au minimum de connaissances mathe- 
matiques. 


I , Bulletin de Id SocieU Hire pour V etude psyckologiq^ue dc L en- 
fant, jnia 1906 (6« annee, p. 76}. 

3. Ces refiis sont assez peu nombreux pour poovoir etre negliges. 
M“® Rousson n’ea tient pas compte dans le pourcentage des reponses 
justes, c’est-a-dire que si un observaieur refuse de repondre a fois 
et se trompe 5 fois, sur 40 enfants, elie compte 35 reponses justes 
sur 38. Ce precede augmente legerement ies pourcenteges de 
M®* Rousson; nous les avons reproduits tels qu'elle les donne. 

3. Je dis les photographies, et non pas seulement ies 
mies, car un des observateurs a fait remarquer qu’il eut 
a ecarter toutes les difierences eiterieures qui peuvent influencer !e 
jugement ». Cette remarque est sans importance pour nos deduc- 
tions ; elle doit intervenir dans les conclusions speciales a la piiysio- 
nomie que Ton pourrait cbercher i en tirer. 
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Le nombre des votants etait 20; chacun d’eux 
devait voter : normal (N) ou arriere (A), 
de sorte que T ensemble des votes relatifs a 
une meme pbotograpbie etait represente par 
une suite telle que la suivante ‘ (pbotograpbie 

7) : 


NNAAANANAAANAAAAAAAA 

Combien peut-il exister de telles suites de 20 
lettres N ou A ? La premiere lettre pent etre 
N ou A, ce qui fait deux possibilites ; pour 
cbacune de ces 2 possibilites, la seconde lettre 
peut etre N ou A, ce qui fait 2X2 possibilites 
(NN, NA, AN, AA); pour chacune de ces 2X2 
possibilites, la troisieme lettre peut etre N ou A, 
ce qui fait 2X2X2 possibilites (NNN, NNA, 
NAN, NAA, ANN, ANA, AAN, AAA), etc. En 
repetant le meme raisonnement jusqu’a la ving- 
tieme lettre, on trouve un nombre de possibilites 
egal au produit de 20 facteurs egaux a 2, c’est-a- 
dire a 2“®, ou a 1.048.576. Tel est le nombre des 
diverses possibilites du scrutin considere. Si 
chaque votant, au lieu de deliberer son vote, 
le jouait a pile ou face, chacune de ces possi- 
bilites serait egalement probable, et il y aurait 
par suite exactement i chance sur 1.048.576 
pour que Tune quelconque d’entre elles se pro- 
duisit (par exemple celle que nous avons ecrite 
plus haut). 


I. Je laisse de cote les qoielques votes nuls (au nombre de i8 sur 
800) ; pour donner plus de certitude k mes conclusions, je les 
compterai avec la minoriU ; c"est le procede le plus desavantageux 
et avec toute autre convention, les conclusions seraient vraies a 
fortwri. Vu leur petit nombre, la chose est d’ailleurs de peu d’im- 
portauce. 
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faut maintenant determiner combien, parmi 
iverses possibilites du scrutin, il y en a qui 
ent pour N un certain nombre de voix: :1 
den Clair, par exemple, queX peu: avoir ime 
centre 19 a A de 20 manieres didbrenies, 
['unique voix X pent etre celle du premier 

It, ou celle du second ou celle du ving- 

e. La solution complete de cette question e*t 
lie par T analyse combinatoire et le calcul 
erique se fait simplement par ralgoritliine 
: triangle arithmetique de Pascal b ; je me 
snterai d'en indiquer ieresultat. 

D'aa noralsre 5cz:r:e ■ies:;z;r::'bre» 
da :a 


On peut obterdr 

manieres egal k 

colo:.r.e 

20 X et 0 A 

I 

: 

IQ N et I A 

20 

2 1 

iSX et 2 A 

IQO 

211 

17 X et 3 A 

I . 140 

^ - 35 " 

16 X et 4 A 

4-^^45 

6.196 

15 et 5 

15-504 

2 1 . 700 

14 N et 6 A 

38. 760 

00 . 460 

13 N et 7 A 

77.520 

137. 9S0 

12 N et 8 A 

125.970 

263.950 

II N et 9 A 

167.960 

431.910 

10 N et 10 A 

184.75^ 

6i6.666 

9 N et II A 

167.960 


8 N et 12 A 

125.970 



. a ete inutile d’ecrire la fin du tableau, qui 
“oduit evidemment le commencement en 
-e inverse. Dans la troisieme colonne, nous 
ns inscritla somme des nombres delaseconde 
700, par exemple, est la somme i 20 190 

1. 140 + 4-845 4“ 15-504); on verra tout a 
ure quelle en est Tutilite. 

,e tableau precedent est Telement essentiel de 
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la discussion de la methode des majorites; lors- 
qua le nonibre des volants est petit, on Tobtient 
sans peine a Taide du triangle aritliinetique de 
Pascal : lorsqudl est grand, les calculs seraient 
inextricables et Ton utilise des formules appro- 
ciiees que Ton etablit par le calcul integral et 
qui conduisent a considerer la celebre integrale 
de Gauss : telle est la signification de cette inte- 
grale, qui n’a rien de mysterieux; mais dans 
Texemple actuel, il m’a paru preferable d’en evi- 
ter remploi. 

Le nonibre total des possibilites est 1.048.576; 
si les votes etaient joues a pile ou face, ce qui 
rendrait coutes ces possibilites egalement proba- 
bles, la probabilite pour que se produise Tune 
des 38.760 combinaisons qui donne 14 N et 6 A 
serait egale au quotient de 38.760 par 1.048.576, 
c’est-a-dire, en chiiires ronds, a 4 p. 100. On 
pent ainsi deduire du tableau precedent les 
resultats probables que donneraient des votes 
emis au hasard ; les voici, en arrondissant les 
chiiires : 

On obtiendrait 20 N et oA . . . . i fois sur i .000.000 


19 N et I A . . . . I — 50.000 

i8Net2A..,, I — 2.500 

17 N et 3 A . . . . I — 1. 000 

16 N et 4 A . . . . I — 200 

15 N et 5 A . . . . 1,5 — 100 

14 N et 6 A . . . . 4 — — 

13 N et 7 A . . . . 8 — — 

12 N et 8 A . . . . ij — — 

II N et 9 A .... 17 — — 

10 N et 10 A .... 18 — — 


II en resulte que, sur 40 scrutins, on devrait 
s'attendre, en gros, aux resultats suivants: 
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7 lois chacune des combinaisor.s ii N et 9 A, 10 N et ir A 

Q N et ; I A 

5 — 1 . X 3 A. S X et : 2 A 

3 — — ^3 X et 7 A. 7 X et 15 A. 

3 *eis en tout les deux corr.b:- 

-aisons 14 X et 6 A, 6 X et 14 

I'arrivee des autres combinaisoris etant, non pa- 
impossible, mais assez peu probable pour 15., X* 
ou 16 X", tres pen probable pour 17X0: 18 X. 
tout a fait improbable pour 19 X ou 20 X. Er 
particulier, cette derniere combinaison Xur.ar ^ 
mite) ne devrait se produire que i lois > * 
1. 000. 000, or, en realite, elle s’est produite 5 fo: - 
et chaque fois dans le sens de la verite b Atiri- 
buer cet evenement au hasard est aussi impro- 
bable qu'admettre ie fait suivant : dans une vil. 
comme Londres. renfermant environ i .ooo-O;':*-:. 
dliommes aduites, 40 individus investis du pou 
voir supreme sont forces de demissienner poii- 
remettre le pouvoir a 5 citoyens tires au sor' 
parmi le million, et le tirage au sort designe preci • 
sement 5 des demissionnaires. Le peuple sera su 
qubl y a fraude ; et il aura raison. De meme, nous 
devons toe certains que ce n’est pas le hasard 
seul qui a produit le resultat du vote ; il y a done 
une cause, et il est assez naturel de penser que 
e’est bien la cause recherchee, e’est-a-dire Tinspec- 
tion des photographies (ce pourrait toe aussi une 
entente entre les votants. ou une suggestion ; ces 
hypotheses paraissent devoir toe ecariees d’apres 
ce qui est rapporte des conditions de rexperienceb 


I. Cest parce qu’elle s’est produite dans le sens de la verite qne 
nous disons 1 fois sur i.ooo.fioo et non 2 fois sur i. 000. 000, qui 
serait la probabilite pour que ^e produise runanimite dans un sens 
non indiqu^ d’airance (soit 20 N, soit ao A). 
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31 ais entrons dans le detail des resultats ; 
nous les groaperons en exacts, douteux et 

I. Resultats exacts ^ 

5 a runaniniitt§ de 20 voix. 

5 par 19 voix coiitre i ;ou centre i abstention'^ 
b par iS voix 2 (ou abstentions,'. 


2 par 17 voix con./re 3 ^ — ), 

d par 16 voix coi'tre 4 ( — ), 

; par 15 voix centre 5 { — ). 

2 par 14 voix contre 6 ( — ). 

27 resultats exacts au total. 


II. Resultats douteux. 

2 4 la majorite de 15 voix. 

2 — 12 — 

4 a Fegalite des voix 10 contre io\ 

I 4 ia minority de o voix ? contre 10 et i abstention). 

I — - voix- contre 12 et 5 abstentions). 

II douteax. 


I . Ces resultats exacts ou doutenx se repartissent k peu pres ega- 
lement entre les normaux et les arrieres ; voici cette repartition : 

I. Exacts. II. Douteux. 


so voix 

4A, iN 

13 voix 

1 A, I N 

19 "" 

sA, 3N 

la — 

I A, I K 

18 — 

5 A, I N 

II — 

0 A, I N 

17 — 

0 A, s N 

10 — 

3A, iN 

lb — 

i.\, 5N 

9 — 

0 A, I K 

15 — 

3 A, oN 

3 / 8 - 

1 A, oN 

14 - 

0 A, 2 N 




Les deux resultats inexacts concernent deux arridrds declares 
normaux par le vote. 

a. Ce resultat anrait pn anssi rangi parmi les inexacts ; il est 
douteux si Ton ajoute les abstentions k la minorite. 
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III. Resultats inexacts. 

I on la solution exacte a seulement 5 voix centre 15. 

1 — “3 — 17- 

2 inexacts. 

Les resultats classes comme douteux sont ceux 
pour lesquels il finest pas unprobable qtieV exac- 
titude du resultat soil due au hasard. Leur 
nombre est 1 1 ; si Ton se reporte a la troisieme 
colonne du tableau de la page 277 on voit que 
sur 1.048.576 epreuves regies par le hasard il y 
en a 60.460 pour lesquelles la majorite attaint ou 
depasse 14 et 137.980 pour lesquelles cette majo- 
rite atteint ou depasse 1 3 ; done, sur 1 1 epreuves 
regies par le hasard, le nombre probable de celles 
pour lesquelles la majorite dans un sens donne 
d’avance serait egale ou superieure a 14 estinfe- 
rieur a i , tandis que le nombre de celles pour les- 
quelles la majorite atteint 13 est superieure a i. 
C’est pour cela que nous avons classe les 2 scru- 
tins oil la majorite atteint 14 parmi les resultats 
exacts etles 2 scrutins oil la majorite atteint 13 
parmi les douteux. Il y a evidemment un cer- 
tain arbitraire dans cette demarcation absolue; 
il serait pueril de dissimuler cet arbitraire ; mais 
il serait excessif d’en tirer argument centre les 
conclusions dans ce qu'elles ont de g'eneral ; on 
doit simplement ne pas oublier que ces conclu- 
sions comportent quelque jeu, e’est-a-dire qu’au 
lieude 27 resultats exacts sur 40, on pourrait en 
compter 25 a 29, peut-toe meme 24 a 30; mais 
cette legere incertitude dans la precision nume- 
rique n’entache pas le principe meme des deduc- 
tions : il est dans la nature meme de tout calcul 
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”:ase sm des experiences de ne fournir que des 
resultats appro;hes. Ces reserves faites. nous 
c i jptercns ccrcnie exacts les nombres des pages 
cco et 2S1. 

On voit que, pour 27 photographies sur 40, 
c'est-a-di re pour les deux tiers environ, on est con- 
duit a adniettre que le resultat du scrutin a ete 
determine par Faspect des phctogTaphies : il est 
lout a fait vraisemblable que ces 27 photogra- 
phies, sonmises a d'autres observateurs de meme 
naiure instituteurs et institutrices), auraient con- 
duit aux memes resultats ; il serait interessant 
de tenter I'experience. 

Pour 13 photographies, c’est-a-dire pour un 
tiers. Fensemble des reponses ne donne pas une 
exactitude superieure a ce qu'aurait fourni le ha- 
sard. On doit, semble-t-il, en conclure que, pour 
ces photographies, les caracteres sur lesquels se 
bnsaient en general les observateurs pour juger 
etaient absents ou partieFiement contradictc-ires. 
£n resume, il semb'erait que, pour un tiers des 
photographies, 1 experience do ice etre interpre- 
tee comme conduisant a la conclusion que les 
caracteres de ces photographies ne permettent 
pas de determiner a quelle categorie appartient 
Fenfant. Telle est la consequence logique de 
cette experience: cette consequence pourrait etre 
partiellement modihee par une experience plus 
ete 0 due porta nt sur les memes photographies; 
je suis convair.cu touiefois qu'eile ne serait pas 
enti /cement inhrmee. 

Eniin, disons quelques mots des deux scrutins 
dont le resultat est inexact, auxquels on doit 
peut-etre joindre i’un de ceux qui ont ete classes 
comme douteux. Il s'agit de trois enfants arrieres 
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qui ontete declares normaux par 17 voix contre 3, 
15 contre 5 et 12 contre 5. II a d’assez serieuses 
presomptions pour que deux tout au moins des 
photographies ^sinon les trois-- possedent les ca- 
racteres des enfants normaux, c’est~a-dire pour 
€:ue Terreur de la ma;orite corresponde a une ve- 
rite relative, bien que contredisant la verite abso* 
lue ^c'est-a-dire Tappreciation des personnes qui 
connaissent tres bien les enfants). On pourrait se 
demander si ce n'est pas parce que ces photo- 
graphies sont plus difhciles a juger qu'elles ont 
ainsi conduit a des conclusions inexactes, et si 
des juges plus habiles n'arriveraient pas, sur 
elles, a la verite. II ne le semble pas, car ceux 
des observateurs qui ont donne sur ces photo- 
graphies une appreciation exacte ne paraissent 
pas se distinguer par une habilete particuliere ; 
les pourcentages respectifs de reponses exactes 
sont. pour les observateurs avant bien repondu 
dans les trois scrutins a resultat inexact : 

82 p. 100, 75 p. 100, 67 p. 100. 78 p. 100, 67 p. 100 
82 p. 100, 67 p. 100, 92 p. 100 
77 p. 100, 76 p. 100, 67 p. 100, 82 p. 100, 75 p. 100 

Ces pourcentages oscillent entre le minimum 
general et le maximum general des 20 observa- 
teurs (67 p. 100 et 92 p. 100) ; leur moyenne, 
76 p. 100, est legerement inferieure a la moyenne 
generale. 78 p. 100, des 20 observateurs. Ce ne 
sont done pas les observateurs les plus habiles 
qui ont le mieux repondu dans ces cas-la. 

Comme conclusion generale de cette applica- 
tion de la methode des majorites a Texperience 
de Rousson, nous arrivons a la conclusion 
que les photographies renfermaient les elements 
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d’une Mjiution exacte dans environ 65 p. 100 des 
cas \ devrd vn: laisser dan^. ie doute dans environ 
30 p. ic-.; oas, et devnient conduire a nae so- 
lution inexaote arriere pris pour normal} dans 
environ 5 p. loodescas. 

107. — J'ai applique une critique analogue a 
la precedente a une experience fort interessante 
de 31 . Binet sur des pliotographies de mains n 11 
s'agissait de determiner, sur une photograpliie 
de main d’enfant ou plutot deux photographies : 
paume et dos} i® quel etait le sexe de Fenfant ; 
2° si Fenfant etait intelligent on bete. La reponse 
a cette seconde question posee sous cette forme 
par M. Binet devait etre donnee sans ambiguite. 
L'experience aportesur 20 photographies, quiont 
ete soumises a 20 observateurs ; j'ai pose moi- 
meme a 4 observateurs la question de 31 . Binet 
relative a Fintelligence, et j'ai joint dans ce qui 
suit ces 4 reponses aux 20 obtenues par JVI. Binet ^ ; 
voici les resultats : 

F Question relative au sexe : 

13 reponses exactes : 

2 par 19 voix sur 20 votants, i par 18 voix, 6 par 17 vok, 
I par 16 voix, i par 15 voix, i par 14 voix. 

I. Ced ne contredit pas le fait qne le ponrcentage general des 
reponses exactes a ete de 78 p. 100, car, dans les cas doutenx, il y 
a enriron nne chance sur deux pour que la reponse soil exacte ; si 
tons les cas etaient donteux, le ponrcentage general des reponses 
exactes serait de 50 p. 100. 

3. Cette experience est in^dite : jc remercie M. Binet de m'en 
avoir communique le dossier. 

3. Cette adjonction diminue d'nne unit^ le nombre des douteux; 
le sens general du resultat reste le m^me. Dam le dossier que m'a 
communique M. Binet, j’ai utilise, pour chaque observateur, les 
r^ponses de la premiere dpreuve, sans tenir compte des modifications 
de jugememt k la ^conde epreuve, dont je dirai un mot tout a Theure. 
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reponses douteuses : 

I par 13 voix, 2 par 12, i par ii, i 7 * 

reponses inexactes : 

5 voix pour la verity centre 15* 

5s conclusions sont a peu pres semblables a 
ts que nous avons tirees de Texperience de 
Rousson, sauf, toutefois, que les majorites 
r les reponses exactes sont moins conside- 
rs; les photographies des mains devoilent 
eu moins bien le sexe que les photographies 
pliysionomies ne devoilent I’intelligence. A 
iler que les deux reponses inexactes se rap- 
mt a deux gargons pris pour des filles : ces 
g-argons sont intelligents : Tun d’eux a ete 
tel par 18 voix sur 24 et Tautre a eu dans 
seconds enquete 12 voix sur 24. 

Question relative a Tintelligence : 
rponses exactes : 

par 19 voix sur 24, 2 par 18, i par 17 et i par 16; 

5 reponses exactes concernent2enfants juges 
igents et 4 juges betes. 
reponses douteuses : 

ution exacte ayant obtenu, sur 24 votants, 3 fois 
)ix, 4 fois 12 voix, 2 fois ii voix, 2 fois 10 voix, i fois 
ix. 

jponses inexactes : 

jolution exacte n’ayant obtenu que 7 voix sur 24. 

deux reponses inexactes se referent respec- 
ent aux deux categories . 

o 

resultats sont, comme il etait naturel de 
0 235 « 


::eri des czs, les ecarii sont de 1 ordre de ceux 
cu'.:'n urrxi: a::e::dre du hc^i^ard. II seinble done 
qa'il y ait environ co p. loo de cas dans 
ie--quels on ne peut rien tirer des pliotographies 
de mairis. Ce qui corrobore cette impression, 
e'est retiide d'une seconde experience, dans la- 
quelle un certain nombre des memes observa- 
tears ont varie dans leurjugement sur les memes 
piiotograpiiies (dans cette seconde epreuve, ils 
connaissaient le sexe des enfants) ; ces variations 
de jugement sont an total de 62, dont 46 sur les 
12 cas que nous avons classes comme douteux, 
15 snr les 6 cas 011 lareponse fut exacte at i seule- 
meat sur les deux cas ou la reponse fut inexacte. 
Cela donne environ 4 variations pour cbacun des 
cas douteux. 2,5 seulement pour les reponses 
exactes et 0.5 pour les reponses inexactes. II y a 
done des cas ou le yagenient est tres incertain, et 
d aatres ou il est plus sur, et ou i'examen decele 
Of quelque chose d’objectif Ce « queique chose 
d'objectif » s'est trouve comcider avec Tintelli- 
gence dans 6 cas sur 8; ces chiffres sont trop 
faibles pour que le calcul des probabilites per- 
mette de rien dire a leur sujet; il serait iliu- 
soire de faire des pourcentages ; en remplagant 6 
snr 8 par 75 p. 100, on commettrait une grave 
errenr ; car il peut fort bien arriver que le ha- 
sard pur (e’est-a-dire une probabilite de 50 p, 100) 
donne 6 succes sur 8 experiences, tandis que 75 
succes sur 100 experiences deceient, avec une 
certitude pratiquement absolue, une cause. 

C’est done par une etude concrete que Ton peut 
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cherclier a determiner la nature de ce r 1 
chose d’objecti: que decele I’experierice. L'exa- 
men des phoicgru.-hies suuqei'c* 31. B:::-! 
Thypothese suivante : lor^ bj'- do:q> - .o: 
courts et laids. o:: jape I'enfur.t dvie: 
sont iongs et ernles. on *e ju-ae inieldue:.: .'tjur 
verifier cette hypothese, 31. Bine: a utr::o.n:Jc; a 
deux nouveaux experimentateurs de :a:re une 
classification en basant leur jugement unique- 
ment sur le criterium precedent. Cette experience 
figure dans le dossier qu'il m'a reniis; pour ne 
pas me laisser infiuencer par elle, je ne Fai de- 
pouiilee qu’apres avoir redige tout ce qui pre- 
cede : elle en apporte une confirmation reinar- 
quable, de sorte que Thypotliese de 31. Binet 
me parait entierement confirmee par mon etude 
arithmetique. En effet, dans les 6 cas oil la re- 
ponse de la majorite a ete exacte, et dans les 
2 cas oil elie a ete inexacte, toiites les reponses 
de ces deux derniers observateurs concordent 
exactement avec celles de la majorite b Cette 
concordance parfaite, portant sur i6 opinions 
(2 observateurs jugeant chacun 8 photographies!, 
est en quelque sorte la verification experimen- 
tale de la methode des majorites, et cet exemple 
montre bien comment cette methode devra etre 
appliquee dans les cas, com me celui-ci, oil Ton 
ne salt pas tres exactement a priori sur quoi 
porte la recherche. La methode des major! tes 
nous apprend qufil v a cc quelque chose d’objec- 
tif » ; Tobservation directe des fails conduit en- 

I. Une seule difference insignifiante a signaler ; pour Fun des 
enfants juge bete par la majorite (reponse exacte). Fun des deux 
observateurs a inscrit « moyen », Fautre ayant d ailleurs inscrit 
« bite 
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suite a lorznii^^^r des hypotli*‘se>. qui doivent eire 
vendees par de nouvelles expmences. Le calcul 
cVi ^oue la, comme toujours dans les sciences 
c-xperiiTienlales, qnun role d’iiitermediaire entre 
deux experiences, mais ce role de guide de Tex- 
perience, pour etre modesie, est tort souvent des 
plus utiles. 

iO'8. — II serait possible de multiplier les 
exemples; je crois qudl serait interessant et utile 
d'etudier systematiquement, par les methodes 
qui viennent d'toe esquissees, la masse conside- 
rable de documents rassembles par les psycbo- 
logues, en France particulierement par Alfred 
Binet, ses collaborateurs et ses eleves (notamment 
dans VAnnee psychologiijue et dans le Bulletin 
pour V etude psychologique de V enfant). Mais 
cette longue etude n’est pas indispensable pour 
que nous soyons des a present assures de la va- 
leur scientifique que pent avoir dans ces domaines 
la theorle des probabilites, appliquee avec rigueur 
et av-jc prudence. 
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APITRE X. 


LA PORTEE PHILOSOPHIQUE 
DES LOIS DU HASARB 


109. L etude des lois du hasard renouvelle le problems de ia Yalear 
de la conna:s5ar-rs. — no. Le determinisme du savant. — in. 
Le determinisme a recbelle hnmaine n'entraine pas le deternii- 
nisme ahsalu a rechelle moleculaire. — 112. Le determinisms a 
recheile moleculaire r/entrair.s pas le determinisme ahsolu a 
recnelle humaine. — 115. Is miracle de la conscience epipaeno- 
mene est plus invraisemblable encore que le miracle des singes 
dactylograpiies. — 114. L’acccrd dn monde avecla raison et revo- 
lution iiumaine. — 115. L’explication statistique de la loi de 
Newton serait regnriee comme un progres. — no. Le second 
principe de la thermcdvnamique et la degradation de Tenergie. — 
117. Le « demon de Mas'well :) etTactivlte hnmaine. — 118. Une 
conception possible dc revolution de Tnnivers. 


log. — Ce n’est pas sans hesitation que je me 
suis decide a ecrire ce dernier chapitre ; a la re- 
flexion, je me suis cependant convaincu que je 
ne pouvais me refuser a donner mon avis sur des 
questions qui doivent interesser la plupart des 
lecteurs de ce livre. II n’est pas besoin d’obser- 
ver que, des qu’il est question de la valeur philo- 
sophique d’une connaissance particuliere, la ques- 
tion de la valeur de la connaissance se trouve 
necessairement posee ; c’est assez dire qu’il ne 
peut ^tre question d’apporter ici des conclusions 
definitives sur un problem e qui n’a cesse de pre- 
occuper Thomme depuis les origines de la pensee 
philosophique. Je voudrais essa^^er de montrer 
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dans quelle mesure ce probleme est renouvele pai 
Tetiide des lois du hasard et par la constatation 
de la place qu’elles prennent dans la vie pratique 
et dans la connaissance scientifiqne. 

no. — Henri Poincare a fait observer que le 
savant ne pent pas, en tant que savant, ne pas 
etre deterministe, de meme que Tliomme ne peut 
pas. dans la vie pratique, agir comme s’il ne croyait 
pas a rexistence du monde sensible. Le but de la 
science etant de prevoir, du moment ou la previ- 
sion cesse d'etre regardee comme possible, on 
est en dehors des frontieres de la science, le sa- 
vant cesse d’ ou de penser en savant. Cette 
conception de a science est evidemment neces- 
saire ; toute la question est de savoir si cette ne- 
cessite est absHue^ au sens des ventes mathe- 
matiques, ou si eile comporte une fraction de 
contingence, si faible qu’eUe puisse etre. A ce 
point de vue, les explications basees sur la theorie 
des probabilites, en parti culier les explications 

statistiques » des phenomenes physiques, sont 
doublement interessantes k etudier : d’une part, 
elles permettent de comprendre que la necessite 
d'un phenomene global n'est pas incompatible 
avec la cc liberte » des phenomenes partiels; 
d'autre part, elles fournissent des examples de cas 
dans lesquels le d^terminisme suppose absolu des 
phenomenes partiels ne permet pas de prevoir 
avec une rigueur absolue le phenomene global. 

III. — Insistons un peu sur ces deux points, 
et tout d'abord sur le fait que la necessite obser- 
vee dans les cc effets » n'entrame pas necessaire- 
ment le determinisme absolu des causes. 
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UTv6 rn'jnie ter. "Is.nc^ i rerr. .'■'.■■■'er I't-t-irle de rdte- 
nomenes particulier- par I’etade pi .■a^r*, statisti- 
que. d’un easemrde de ■Dhenorn-rre?' ncnt- 

breux. Cette etude str:t:?::pue co::du:t dd. C”‘"^'urs 
a des resultats impor:ants et precis, qu: rne-dtent 
veritablement le ntnt de lois scientidq ues. Ce fait 
vaut qu'on y rdfiechisse. 

A la suite des grands savants de la fin du 
XYIII'" siecle, des Lagrange, des Laplace, des 
Fourier, le xix® siecle s'est elforce d'expliquex- le 
plus grand nombre possible de pbenomenes en Ic^s 
ramenant aux lois rigoureuses de la mecanique ; 
de meme cue le conrs des astres est immuable- 
ment fixe et cue tons les details en peuvent eire 
prevus, il devait sufSre deperfectionner suffisaiTi- 
ment les metbodes de calcul et d analyser assez 
en le detail les fairs plix'siques pour arriver a y 
constater le meme accord entre la theorie et Tob- 
servation. 

II serait in juste de dire que cette conception a 
fait failiite, car c’est seulementen s'appuyant sur 
elle qu'on a pu la depasser, et elle devra etre con- 
servee comme un des elements indispensables a 
notreconnaissance de Tunivers ; mais, si ellereste 
necessaire, elle n'est plus suffisante. II est inutile 
de redire les raisons pour lesquelies I'analyse de- 
taillee du determinisme des phenomenes depasse 
les forces bumaines ; mais si les innombrables 
equations different! elles qui definiraient les mou- 
vements des molecules ne peuvent etre consid^rees 
individuellement, il est possible d’en etudier 
quelques proprietes generales, d’ou Ton deduit 
precisement les lois statistiques. Le determinisme 
rigoureux qui se deduirait de la resolution, tbeo- 
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rlquement possible, de rensemble des equations ne 
joue dans retablissement de ces lois statistiques 
qii*un role accessoire; ces lois resteraient les 
memes, si le detail des phenomenes etait modiiie, 
pourvu que les moyennes subsistent: parmi le 
iTiilliard de milliards de molecules d'un gaz, 
CO el cues miiliards cboquent en un temps tres 
court une portion de la paroi ; il importe peu de 
savoir qiielles sont ces molecules privilegiees. 
et, au point de vue humain, cette question n’a 
meme aucun sens ; la seule chose qui importe, 
c'est de connaitre leur nombre et leur vitesse 
moyenne. 

On pourrait aller plus loin, et imaginer que, 
parmi les miiliards de milliards de molecules qui 
composent une petite masse gazeuse, quelques- 
unes soient soumises a des lois absolument diffe- 
rentes des lois que nous connaissons, ou meme 
ne soient soumises a aucune loi et se comportent 
comma si elles etaient douees de libre arbitre 
an sens le plus naif de ce terme ; le determinisme 
des phenomenes accessibles a nos observations 
n’en serait pas affecte ; les lois physiques n’au- 
raient a subir aucune modification^. De meme, 


I. Contre Thypothese que les molecules sont « libres », je dols 
citer un article fort suggestif de M. J.-H, Roshy aine, La. contin* 
gmce et la ditermination., paru pendant ?que je corrigeais les der- 
nieres epreuYCs dece BTre {Revue du Mois, lo janvier 1914. t. XVII, 
p. 51. Je dois citer aussi une conference tres intdressante de M. £an- 
gevin, faite a la Socidtd franpaise de physique k la fin de novembre 
iqi} et encore inedite au moment oiicelivre parait. Dans cette con- 
ference, M- Langevin a notamment insistd sur le fait que I’etude 
approfondie de certains phdnomdnes k notre dchelie permet de fixer 
a¥ec certitude certaines lois des phdnomenes moleculaires ; on ne 
pent se contentcr de Taffirmation vague qu'ils suivent les lois de la 
thdorie probabOitds. Mais, d’une part, cette determination ne 
pent Jamais dtre absolue et, d’autre part, on pent toujours conce- 
voir que certaines moldcuiet y dchappent entierement. 
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Flijpotliese que les individus sont doues du libre 
arbitre n’influe pas sur les lois de la statistique : 
le Dombre des voyageurs qui quittercnt Paris le 
3 aout par la gate Saint-Lazare pent etre approxi- 
mativement prevu : la plupart d’eotre eux cepen- 
dant, consideres iadi\'idueHement, pourraient 
aussi bien partir la veille ou le lendemaia. 

On pourrait multiplier les exemples; mais je 
crois avoir suffisamment mis en evidence ce point 
essentiel : il n’y a pas incompatibiiite entre le 
role de ce que nous appelons le basard et Feta- 
blissement de lois scientifiques ; au contraire, en 
bien des cas, sinon dans tons les cas, les lois 
scientifiques sont la resultante simple d"un nom- 
bre extrem ement grandde phenom enes complexes , 
impossibles a etudier en detail. Cette conception 
rend-elle legitime Fapplication de metbodes pro- 
prement scientifiques a Tetude des pbenomenes 
economiques et sociaux ? Ceux que cette question 
interesse pourraient peut-etre tirer quelque profit 
de la forme nouvelle sous laquelle on est conduit 
a envisager le determinisme des pbenomenes 
physiques et biologiques etqu’on peut appeler le 
determinisme statistique. 

Pour en revenir aux sciences physiques, le fait 
que le determinisme global n^exclut pas Tbypo- 
these de I’indetermination des pbenomenes a 
Tecbelle moleculaire merite d'etre approfondi. 
Les fondateurs de la tbeoiie cinetique ont pris, 
en effet, pour point de depart le determinisme des 
pbenomenes moleculaires ; n^y a-t-il pas quelque 
contradiction a mettre en doute ce determinisme, 
en vertu des consequences memes deduites de ce 
point de depart? Nous reviendrons sur ce point 
tout a rbeore. 
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112. — Auparavant, dhons c : aes mots du 
fait en queique sorie inverse du ?nt, le 

cc^. cuj * O'U ptjjuc uu'Uuirc uc * iivpoiiicS'd; uii udtir- 

n::nS!a? a des p/u-iu :-m ?r.:;s moldculaires. 

II e>: '-An ciairque si les mouveinents des mrde- 
cules d'un gaz soiit rigoureusenient determines, 
tOi-fcias xiis — de ce gaz etre 

daduites avecune certitude absoluede I'etude des 
equations qui definissent les niouvements des 
molecules. 3Iais, nieme en laissant pour un ins- 
tant ce cote la difficult^, pourtant tres reelle, 
due au nornbre prodigieux d'equations qu’il fan- 
drait ecrire et integTer. nous avons constate qudl 
n’est pas possible d'etudier avec precision le mou- 
vement d'une molecule sans faire entrer dans les 
equations Tunivers tout entier. Ce n'est done plus 
seulement un nornbre d'equations tellement grand 
que Tesprit bumain est incapable de se les repre- 
senter toutes, dest un nornbre reellement infini 
d'equations qu'il faudrait supposer ecrites et in- 
tegrees a Le determinisme du pnenomene global 
peut donebien etrecong-u d’une maniereabstraite, 
mais le detail ne peut pas en etre prevu; tout ce 
que nous pouvons faire, e’est, par les methodes 
dela mecaniquestatistique, prevoir lephenomene 
le plus probable. C’est ainsi que nous pouvons 
prevoir, pour prendre un example donne par 
Jeans, que de Teau mise sur le feu se mettra a 
bouillir et ne se convertira pas en glace. II n’est 

I. Je iaisse ici volontaireuient de cote la discussion des hypotheses 
d’aprts lesq_iielles runiTers seraithai ranivers spherique d’Einstein) ; 
ces hypotheses sont disemees dans mon iivre L' Espj.ee et le Temps 
fAkani. Au point d:- vue prttkoe, un nornbre extraordinaire ment 
grand n ■li.pcations _:'.:ro..u:t c a:. Lours autant de difficuites qu’une in- 
H— a equaticns. a supposer qu’une teliw infinite puisse etre concus, 
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cependant pas impossible, au sens absolu du 
terme, mais seulement hautement improbable 
qne Feau mise sur le fen se gele, de meuie cue 
la reconstitution de la Biblioiheque nationale par 
une armee de singes dactylographes ne pent pas 
etre declaree impossible, mais seulement haute- 
ment improbable. Le « miracle de Fean glacee 
sous Faction du feu » est exactement compa- 
rable au « miracle des singes dactylograpbes » ; 
11 est probable et non certain, queces « miracles® 
ne se produiront pas. Sans doute, il n’est pas 
douteux que ce degre de probabilitedoit etre, pour 
tout bomme sense, confondu avec la certitude ; 
cette certitude n'a pas cependant la valeur abso- 
lue qu’un pbilosophe deterministe doit attribuer 
a son determinisme : car, si petite que soit la part 
faite a la liberte dans le monde, il y a un abime 
entre un monde oil cette part existe et un monde 
d’oii elle est exclue. 

Les remarques que nous avons faites surla mul- 
tiplication extraordinairement rapide par les 
chocs des deviations extremement faibles des mo- 
lecules sont un des exemples du fait de Fimpor- 
tance des modifications qui seraient produites dans 
Favenir de Funivers par un accroc, si faible et si 
localise qu’il soit, au determinisme universel. 

Si, dans Fexemple de Jeans, Feau mise sur le 
feu se congelait, ce ne serait pas bien entendu, 
pour le physicien atomiste, un phenomene reel- 
lement miraculeux, c’est-a-dire contraire aux lois 
scientifiques, mais seulement une coincidence sur- 
prenante dontun hasard veritablement exception- 
nel Faurait rendu temoin ; le determinisme atomis- 
tique ne subiraitpas la plus legere atteinte, puis- 
que ce que nous savons des mouvements atomi- 
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ques rend ce plienomene possible, bien que tres 
bautement improbable. Ce qui serait atteintc'est 
ce que Von pent appeler le determinism e a notre 
echelle. c'est-a-dire le determinisme qui nous est 
necessaire pour que le monde nous apparaisse 
com me intelligible. 

C'est, au fond, a cause de ce determinisme-la 
que notre raison est naturellement portee a croire 
au determinisme cache, mais absolu, des pheno- 
menes molecuiaires ; il est assez remarquable 
qu'ii puisse y avoir contradiction entre les deux 
determinismes. 

1 13. — Cette contradiction etant constatee, 
il paraitra peut-etre moins etrange d'imaginer 
qu’il puisse y avoir, qa et la, dans le monde, 
ies commencements absolus sans que ces 
commencements absolus soient incompatibles 
ivec le determinisme scientifique. Je dois avouer 
que cette conception de commencements^ absolus 
m’inspire une grande repugnance, comme a tous 
ceux, je pense, qui ont quelque education scien- 
tifique ou meme simplement rationnelle; mais 
ma repugnance a Tegard de la theorie de la con- 
science epiphenomene ^ n'est pas moins grande 
et cette antinomie est le seul probleme philoso- 
pMque qui n’ait jamais cesse de me preoccuper. 
Je ne pretends pas Tavoir resolu ; mais I’antino- 
mie me parait tout de m^me moins embarras- 
sante depuis que j’ai reflechi sur le role du ha- 
sard dans leslois scientifiques ; c’est pourquoi j’ai 
essaye de resumer ici ces rMexions, si imparfai- 
tes qu’elles soient. 

I. Voir Jules Tannery : JRevtu du Mots du 10 aodt 190C (t. II, 
p. 139) et Science et pMlosopkie, eh. in. 
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L'un des faits qui me paraissent le plus difii- 
cilement explicables dans la theorie de la cons- 
cience epipbenomtee, c’est que le seul jeu du 
mecanisme materiaiiste aitpu produiredes livres 
dans lesquels sont exposee-s des idees abstraites 
et des sentiments complexes, livres dont Taction 
sur la nature pent etre si considerable, par 
Tintermediaire de Thom me. C^est la un « mi- 
racle y> assez analogue au <c miracle des singes 
dactylograpbes », mais plus invraisemblable 
encore; Texistence de ce fait et sa persi stance a 
travers les ages me paraissent incomprehen- 
sibles, si Ton n'admet pas que la raison abs- 
traite de Thomme pent avoir quelque influence 
sur la marche de ses pensees et par suite 
sur ses actes. Les mouvements du cerveau qui 
correspondent a la pensee bumaine sont cer- 
tainement d’une complication comparable aux 
mouvements des molecules d’un gaz ; les uns 
comme les autres de ces mouvements sont scien- 
tifiquement determines lorsqu’on les observe a 
notre ecbelle, c’est-a-dire suivant des lois que 
nous ne connaissons pas toutes, mais que nous 
pouvons esperer connaitre de mieux en mieux 
cbaque jour. Mais ce que nous nepourrons jamais 
analyser completement, c’est le detail de ces pbe- 
nomenes a Tecbelle moleculaire; il nous sera 
done to uj ours impossible de savoir dans quelle 
mesure le determinisme de ce detail est rigoureux. 
Si, d’ailleurs, au boutde millions de generations, 
Thomme, infiniment plus intelligent que nous, 
arrivaitpar des precedes que nous ne pouvons pas 
concevoir, a etudier par le dehors tousles pheno- 
menes qui se produisent dans notre cerveau, ce 
progr^s n'aurait pu se realiser qu’apres que le 
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cerv'eau de ce surhomme serait devenu infinimeiit 
plus coniplexe que le noire et par suite aussi dif- 
ficile a connaitre pour lui que le notre Test pour 
nous. 


j 1^. — II ne nous estpas possible de concevoir 
par quelmoven notre raison pourrait agir sur le 
mecanisme intime de notre pensee. On ne peut 
faire la-dessus que des hi^potheses et des conjec- 
tures ; nous ne savons meme pas comment notre 
conscience nous fait connaitre, sinon ce meca- 
nisme, du moins quelque chose d'equivalent a 
ce mecanisme. L’etude des phenomenes inscons- 
cients ou subconscients, des singuiarites si nom- 
breuses de la psycbologie patbologique, du role 
de I'intuition dans la vie pratique et dans ia 
recherclie scientifique^ conduiraient a admettre 
que le mecanisme de notre pensee est infiniment 
plus complexe que la conscience claire que nous 
avons babituellement de cette pensee ; parfois, 
notre C'.mscience arrive a saisir et a utiliser des 
portions de ce mecanisme qui lui sont habituelle- 
ment cachees. C’est ainsi, pour prendre un exem- 
ple aussi simple que possible, que le calcul 
detaille des combinaisons possibles et m^me le 
souvenir net de tons les coups anterieurement 
observes permettraient a un joueur de whist ou 
d’ecarte de jouer d’une maniere conforme a la 
probabilite maximum de gain. A defaut de Fexa- 
men detaille de ces calculs ou de ces souvenirs, 
impossible en un temps tres court, le joueur 
habile utilise son intuition, qui n’est peut-etre 


I. Voir E. Boeel, L’intaition et la logique en matliematiqnes 
{Revue de mitaphysique et de morale, 1907, p. 273) et L’ Evolution 
de Fintelligence gdometrique [ihid., 1907, p. 747). 

^ 298 ^ 



LA PORTEE PHILOSOPHiqUE DES LOIS DU HASARD 

que la conscience un peu vague d'ur etat de con 
cerveau trop complexe pour etre p?rgu dans 
details- li en est sans doute de meme dans des 
cas plus compliques et c'est en ce sens qu’il est 
legitime d'opposer, comme on Ta fait souvent, 
Tesprit de finesse a I’esprit geometrique. Ces 
remarques subsisteraient egalement d'ailleurs, il 
est a peine besoin de i'observer, dans I'hypotiiese 
dela conscience epiphenoniene. Ce qui meparait 
beaucoup moins comprehensible danscette hypo- 
theses c'est Taccord du monde avec notre raison 
ou si Ton veut, le fait que la connaissance de la 
verite est avantageuse a revolution humalne- 
II ne s’agit pas de Tidee mystique de r-^:=s::rel- 
lence de la verite, mais du fait que 
de I'espece iiumaine et sa predominance ?a 
lutte pour la vie ontete singulierement aidees par 
Facquisition des verites vulgaires et des verites 
scientifiques. Je sais bien que certaines personut*-? 
pensent ^ que la connaissance de la 
supreme, c’est-a-dire la croyance au deter mi- 
nisme absolu et a la croyance epiphenoniene, 
aura pour consequence de rendre impossible la 
vie de Thumanite. S'il en est ainsi, c'est une rai- 
son pour douter de cette verite supreme, car ce 
serait le premier exeniple de Tinfiiience nefaste de 
la verite sur revolution humaine. Ceux qui croient 
a un determinisme rigoureusement materialiste 
seraient d'ailleurs logiques avec eux-memes en 
n'eprouvant aucune repugnance a Fegard des 
mensonges dont la valeur sociale leur apparait 
incontestable ; du moment que ces mensonges 

I. Voir les ouvrages de M. Lb Dantec et notamment son livre sur 
VAtlieisme, dont les conclusions pourraient presque se resumer par 
la parole celebre : il faut une religion pour le peuple. 
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sent monieritanemeni utiles, on doit les respecter 
ei les repandre. 

Ceux, au contraire, qui pensent que revolution 
:le I'univers ne se poursuit pas suivant un plan 
immuable, mais que cette evolution pent etre en 
queiquemesureinfluencee par la raison humaine, 
ceux-la doivent souhaiter queTaccord soil ciiaque 
iour plus complet entre cette raison et le monde 
qu’elle aspire a diriger ; ils doivent done s’efForcer 
d eclairer la raison de leurs semblables, avec la 
conviction que la verite est toujours preferable a 
rerreur et au mensonge et ne pent jamais etre 
mauvaise. Cet idealisme optimiste doit etre la 
doctrine de ceux qui croient ala raison humaine, 
au progres et a Texcellence de la verite, le mate- 
rialiste pessimiste devant etre laisse a ceux dont 
le pragmatisme s’accommode de toutes les erreurs 
traditionnelles, du moment qu’ils croient leur 
apercevoir des avantages immediats. 

1 15. — Dans le domaine scientifique meme, 
rintroduction des metbodes statistiques a conduit 
a modifier la conception traditionnelle du progres. 
Realiser un progres, ce fut d’abord expliquer le 
complique par le simple, ramener k la loi de 
Newton, k Tattraction en raison directe des 
masses et en raison inverse du carr6 des dis- 
tances, la complication des mouvements des 
astres. Cette notion du progres subsiste, mais doit 
etre completee ; la loi de Newton nous par ait 
toujours comme une etape necessaire et indes- 
tructible de la pensee scientifique, mais elle ne 
nous satisfait plus entierement par sa simplicite 
et nous admirerions a Tegal d’un Newton le pbysi- 
cien qui expliquer ait cette loi par une tbeorie 
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statistique d’ou elle decoulerait comme une con- 
sequence infiniment probable de rirregularite de 
certains mouvements extremement complexes. 

1 1 6- — L’une des consequences des theories 
physiques modernes sur lesquelles on a le plus 
discute est ce que Ton a appele la doctrine de 
la degradation de Tenergie. 

Le second principe de la thermod3mamique, ou 
principe de Carnot, a ete enonce par Clausius 
sous la forme precise que I’entropie d’un systeme 
isole ne pent pas decroitre : par une extension har-. 
die a Tunivers entier, on en a deduit souvent cette 
consequence d’une portee bien plus generate : 
Tentropie de Tunivers tend vers un maximum, 
d’oii Ton peut conclure aussi que revolution est 
irreversible. Si Ton est pessimiste, cette irrever- 
sibilite de revolution peut signifier que runivers 
tend vers un etat de mort thermique, dans lequel 
Fenergie utilisable aura disparu ; si ron est opti- 
miste, on peut se contenter de cette consequence 
en un certain sens consolante, quele progres n’est 
pas un vain mot, puisque les etats anterieurs du 
monde, une fois depasses par revolution, ne se 
retrouveront plus jamais. Ces diverses conse- 
quences depassent beaucoup, il n^est pas besoin 
de le dire, la portee du second principe ; en par- 
ticulier, il faudrait d’abord resoudre la question 
de savoir si les reserves d’energie utilisable sont 
finies, dans un systeme fini, et a fortiori dans 
le systeme infini qu’est peut-6tre Funivers. A 
plus forte raison depasse-t-on largement les 
resultats effectivement acquis k la science si Fon 
donne au second principe F^nonc^leplus general 
qu’on obtient en interpr6tant tout d’abord les 





l£ HASAHIj 

resultats les plus simples dans le langage de la 
mecarique et en etendant eiisuite 

rencnce aiusi obienu aux cas les pins gensranx. 
On arrive ains: a la loi generale de revolniicn, 
d’apres laqnelle Tunivers va coRStamment des 
e:a:s les moins probables vers les etats ies plus 
probables. II est evidemment impossible de 
demontrer Texactitude on rinexactitude de cet 
enonce, tant qne Ton n*a pas deiini d’une maniere 
precise la probabiiite. On pent simplement obser- 
ver qne renoRce est exact dans les cas simples od 
■ la probabiiite a pu etredeiinie. etinduire delaqu'il 
doit etre possible de definir dans tons les cas la 
probability de telle maniere qne I'enonce subsists. 

Jevondrais dire ici quelques mots des reraar- 
ques de Boltzmann sur Tapplication du deuxieme 
principe a Vunivers. Comme le dit fort juste- 
ment Boltzmann, « assnrement personne ne 
prendra de telles speculations pour d'importantes 
decouvertes, ni pour le but le plus eleve de la 
science, comme le faisaient les anniens philoso- 
phes. 3Iais il n'est pas certain qu'il soit juste de 
les tourner en derismn et de les regarder comme 
tout a fait oiseuses ». Boltzmann dcVveloppe une 
conception mecanique de Funivers, dans laqueils 
il se produit, ga et la, des passages d’un etat 
plus probable a un etat moins probable, de sorte 
que, pour Funivers entier, Firreversibilite n’existe 
pas. Cette conception est rigoureuse an point de 
vue abstrait si Funivers est un systeme mecanique 
pouvant etre defini par un nombre fini de para- 
metres dont le champ total de variation est fini. 
Admettons, pour un instant, que nous puissions 
accepter cette image pour Funivers que nous 
voyons, c’est-a-dire que nous puissions fixer un 
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nombre tres grand R, telqn’il nV ait jamais rien 
k rexterieur de la sphere S de rayon R ; cette 
sphere S sera notre univers : revolution de cet 
univers sera, d'apres un theoreme de Poincare, 
aussi voisine que Ton vent d’une evolution perio- 
dique et, dans des peri odes immensement longues, 
les phenomenes en contradiction avec le second 
principe y seront aussi frequents que les pheno- 
menes en accord avec ce principe. En laissaiit 
meme de cote les difficultes — cependant a mon 
avis insiirmontables — entraines par Fhypothese 
que rien ne sort de la sphere S, il faut observer 
que la conclusion n'est rigoureuse qu'autant que 
nous supposons absolue Tinexistence de toute 
action exterieure a S. Imaginons, avec O. Chwol- 
son^, une sphere dont les dimensions par rap- 
port a S seraient celles de S par rapport a un 
atome, puis une sphere S3 qui serait a ce que 
Sj est a S, et ainsi de suite jusqu’a une sphere 
S„ dont rindice n serait egal a un million. Pour 
que Tapplication i S de la theorie mecanique de 
la quasi-periodicite due k Poincare fut legitime, 
il faudrait que nous fussions assures qu’il n'y a 
pas, aux confins de S„, quelque univers de 
m^mes dimensions que S bien que probablement 
tres different de S et pouvant, dans le cours des 
temps, agir sur S. Car la duree des temps neces- 
saires pour Tapplication du theoreme de Poincare 
est tenement longue qu’une rencontre de S avec 
serait infiniment probable, bien avant que ces 
temps fussent ecoules. Ceci revienl a dire qu’il 
est au moins aussi vraisemblable de supposer 
que les lois de notre univers seront completement 


s. Sdentta, t. VIII, 1910, pages 41 ^exte) et 45 (snppL). 
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modifiees par nne combiBaison avec un auire 
univtTS actuellement infiniment plus eloigne de 
lui qu'un atome situe sur la Terre n'est eioigne 
d'un aiome situe sur Sirius], que de supposer un 
cbangement de sens appreciable dans la variation 
de Fentropie. 

En d’autres termes, revolution reguliere vers 
des etats de plus en plus probables me parait, con- 
trairement a la conception de Boltzmann^ devoir 
etre admise pour Funivers entier, du moment qa’on 
ne le regarde pas comme un systeme iini isole 
pour toujours dans une portion finie de Fespace, de 
laquelle rien ne pent sortir, ni matiere, ni ener- 
gie, ni rayonnement et dans laquelle rien nepeut 
entrer F 

1 1 7. — La question se pose alors de savoir si Ton 
pent concevoirle commencement et la fin de cette 
evolution ; une telle question est difficilement 
soluble d’une maniere entierement satisfaisante, 
car notre esprit ne concoit pas plus aisement 
Finfini du temps que Finfini de Fespace ; tout ce 
que Fon peut demander a une theorie cosmogo- 
nique, c'est de ne pas augmenter encore, par ses 
parti cularites, les difficultes inberentes a toute 
question dans laquelle Finfini est en jeu. 

C’est ainsi que certains physiciens et notam- 
ment Arrhenius, ont cbercbe a imaginer com- 


I. On pourrait chercher i diminner I’etrangetd (pour ne pas dire 
plus) de cette conception de runivers fini en supposant que I’univers 
est periodique, c’est-i-dire se compose d’une incite de paralleMpi- 
pedes rigoureusement ideatiques et par suite indiscernables, de sorte 
que tout se passerait comme si Tunivers etait fini et avait, avec une 
dimension de plus, une structure geometrique analogue a un rec- 
tangle dont on aurait colle deux a deux les cotes opposes, ce qui 
donne un tore. Mais tout cela est bien peu vraisemblable. 
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meot ieb conditions pt^rticn-i^res dans iesqnelies 
se iroc\ en: les nebuleusespeuventrendrepossible 
la reconstitiition des corps radioactifs, ainsi que 
d'aiitres infractions au second principe b 

Je dois avouer que je s 1.4.1.^ 1X6 6JX 

ce qui touciie la possibilite de ces infractions ; 
i'evolution vers les etats les plus probables me 
parait etre une loi generale, a iaquelle il n'est 
pas possible d’echapper. 

Maxwell a bien cherche a montrer comment 
un etre tres intelligent et tres ingenieux pour- 
rait, sans depenser aucun travail, en ouvrant ou 
refermant simplement un orifice par une porte 
maniable sans effort, arriver a faire evoluer 
une masse gazeuse vers les etats les moins 
probables : il suffirait que ce « demon de 
Maxwell » laisse passer dans un sens les mo- 
lecules les plus rapides (c"est-a-dire les plus 
chaudes) et dans Tautre sens les molecules les 
plus lentes (c’est-a-dire les plus froides) . De cette 
mani^e les deux masses gazeuses separees par 
Torifice, acquerraient spontanement une diffe- 
rence de temperature. Poussant plus loin la 
meme idee, M. Jean Perrin s’est demande si Ton 
ne pourrait pas concevoir Tutilisation du mouve- 
ment brownien, consequence visible et accessible 
pour nous de i’agitation moleculaire ; il semble 
bien qu’il nous serait possible a la rigueur, au 
prix de beaucoup d’eflforts, d’obtenir une tres mi- 
nime infraction au principe de Carnot. On pent 
se demander toutefois, si les divers mecanismes 
que Ton pent concevoir dans ce but n’exigeraient 


I. On arrive ainsi \ donner nne base quasi sciantifique k la fame use 
doctrine du « retour dternel ». 
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tel’i^'ence ii’amaine, intervention qui suppose ug 
fonciionneinent vital, c'est-a-dire un accroisse-' 
ment d'entropie peut-etre forcenient plus elevc 
quela diminution obtenue par ailleurs. 

3lenie en laissant de cute ces objections^ laB 
gunieni du demon de 31axwell est simplement ia 
constatation du fait que la raison humaine salt 
creer i'ordre ia oil le jeu spontane des forces me- 
caniques tendrait a augmenter le desordre. Tous 
les produits de lindustrie humaine, qu'*il s'agisse 
de kilometres derails ou de biblicth '.rcues rem- 
plies de li^nres dans lesquels le desordre apparent 
des caracteres est en realite nn ordre d'essence 
superieure, tous ces produits sont, a priori^ infi- 
niment pen probables. Mais la place qu'ils occu- 
pent dans Funivers est si peu de chose et d'autre 
part la depense d^'energie utilisable necessaire 
pour obtenir ces resultats, le desordre cree pour 
obtenir cet ordre, le charbon dissipe pour agglo- 
merer ce fer, etc., sont, en faith relativement si 
considerables, que Ton pent negliger cette crea- 
tion d’ordreh lorsque Fon envisage le probienie 
cosmogonique ; on pent meme negliger, semble- 
t-il, tous les phenomenes biologiques par rap- 
porta Fensemble de tous les autres phenomenes ; 

1 evolution de Funivers vers les etats les plus 
probables, devient alors une loi absolument 
generale. 

I. En tonte rigneur, il n’est pas demontre que le perfectionaement 
des tecliniques ne permettrait pas d’obtenir, grace a la raison, plus 
ii’ordre qu’on ne cree da desordre ; c'est une question que je ne 

peux aborder ici. 

a. On pourrait, 4 propos de cette creation d’ordre par la raison, 
Tevenir sur ce que nous ayons dit plus kaut {n« 114) ; mais je 
Te borner. 
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— Peut-on, en admettant cette loi gene- 
rale de revolution, concevoir cependant la duree 
illiinitee de cette evolution dans le passe et dans 
Tavenir, sans qu'a aucun instant il puisse etre 
question de mort deTunivers? Ce n'est pas im- 
possible : il snffit d'imaginer que le desordre, 
c'est-a-dire les differences de temperature, The- 
terogeneite de la matiere, etc., s’accroit constam- 
ment a une edielie de plus en plus petite, tandis 
que Tordre vasans doute en diminuanta Techelle 
oil le desordre s’accroit mais peut s’accroitre et 
memese perfectionner a une echelle encore plus 
faibie. En d’autres termes, la structure de Tuni- 
vers devient de plus enplus fine ; la faibie fraction 
de Tenergie solaire qu’absorbe notre globe, y a 
cree les mines de charbon, tres petites a Techelle 
du soieiL mais qui representent a notre echelle 
une provision considerable de materiaux ordon- 
nes; la dissipation du charbon nous permet de 
creer de I'ordre a une plus faibie echelle; il est 
vraisemblable qu’il se passe des phenomenes 
analogues aux echelles trop grandes ou trop 
petites pour nous etre accessibles. 

L’ evolution de I’univers pourrait ainsi etre con- 
gue comme tendant a produire un etat de plus 
en plus complique ne pouvant etre per^u et uti- 
lise que par des etres de plus en plus petits. 
Comme il n’y a pas d’etalon absolu de longueur b 
un tel rapetissement n’a rien qui doive nous 
effrayer; il nous semble actuellement que des 


I. On a propose comme tel etalon les longueurs d’ondes lumi* 
nenses ; ces longueurs d’onde sont relatives a nos yeux et a la nature 
des corps actuellement regardes comme simples. Le principe de 
relativite introduit un etalon absolu de vitesse, mais non de lon- 
gueur ni de temps. 
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etres de la taille des molecules, et surtout dess 
etre? qiii seraient par rapport aux molecules ce 
que nous sommes par rapport au soleil, sont 
bien peu dignes d'interet pour nous ; ii ny a 
aucune raisori pourquela complication croissante 
de Tunivers ne reride pas possibles, s'ils ne le 
sont deja, de tels etres avec une structure relati* 
vement plus complexe que la notre. 

L’evolution de I'univers pourrait etre ainsi reg'ar- 
d6e, au bout d'intervallesde temps immensement 
longs, com me une reduction en quelque sorte 
bomotlietique accompagnee peut-^tre d'une ten- 
dance de plus en plus grande a I’ordre dans le 
sens eleve de complexite reglee par la raison. 
II semble tout au moins permis d’affirmer qu une 
telle conception ne contredit pas les donnees 
nouvelles que nous devons a la science du hasard b 


I. Des idee? assez analogues a celles que j’ai developpdes ici ca 
1014 ont eie esposees par M. H. Reiehenbacli dans les Muncken 
T.srichti p- 135-175. n®a]. M. Reichenbach, dans ce travail, 

cherche a remplszcrr rh>'poth.ese de'erministe on les elements do 
r-zniTers son: lies par des Icis de causalite, par une kypothese plus 
large, oii la causalite est remplacee par la probability f voir T analyse 
de G. Darmois, dans le Journal de Physique, sdrie 6. tome YIII, 
19371 P- % 
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Midlikan (R*-A*). — VFlertron . 
Nicolle (Qi.). — Naissantf\, vie tt 
mort des maladies inf reuses. 
Ostwadd (W.). — VBnergie, 
PAiNDEvfe (P.), Bored <E.) et Mau- 
RiN (E.), — U Aviation, 

Perrin ( J.). — Les Atomes (R6dactio]i 
nouvelle), 

Petrovitch (M.). — Micanismes 
eommuns aux phinomines disparates, 
Rabaud (E.), — Le Transform isme 
ei Yexpirience, 

Richet (Ch.). — V Anaphglaxie. 
Rosny (J.-H.). — Les Sciences ei le 
pluralisme, 

RoTHfe (Ed.). — Les Tremblen’ents 
de terre. 

Rough (J.). — Les Mithodes de pri- 
vision du temps. 

— Les Rigions polaires, 

Sageret (J.). — La Rivolation phi- 
losophique et la science, 

SoDDY (F.). — Le Radium, 
Stormer (C.). — De VEspaae d 
Vaiome, 

Thomas (P.-F.). — VEducaiion dans 
la famiUe. L Nos fils, IL Nos 
filles (2 voL). 

Toussaint (A.), — V Aviation ccUielJe, 
Vernadsky (W.). — La Giochiiuie, 
— La Biospnire* 

Warburg (OJ. — MiiaboUsme cet- 
lulaire et mitaholisme des in- 
meurs (2 voL). 
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